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Chapitre 1
Invitation au voyage
En l'espae de quelques années, de l'artile fondateur de Seiberg et Witten obtenant
la première solution exate d'une théorie de jauge supersymétrique fortement ouplée
en quatre dimensions grâe aux symétries de dualité, à la proposition de Banks, Fis-
hler, Shenker et Susskind de dénition expliite non perturbative de la théorie des
superordes, le paysage de la théorie des hamps et des ordes a subi un profond boule-
versement, auquel j'ai eu la hane d'assister, partiiper modestement quelquefois. Les
questions fondamentales de la théorie des hamps, struture du vide, spetre à basse én-
ergie, onnement, jusqu'alors hors de portée de la théorie de perturbations, devenaient
ainsi aessibles au traitement analytique, tout au moins dans le adre des théories su-
persymétriques. En même temps, on déouvrait dans le spetre des diérentes théories
de superordes une rihesse d'états non perturbatifs étendus, dits p-branes, identiés
aux états fondamentaux d'une théorie des superordes duale ; ses phénomènes non
perturbatifs dans le adre d'une théorie de ordes devenaient aessibles au alul per-
turbatif dans la théorie duale. Les inq théories des superordes étaient ainsi identiées
omme développements de perturbation en diérents régimes d'une théorie maîtresse
enore mystérieuse, la M-théorie, dans laquelle les ordes ne semblent pas ouper de
position privilégiées. Par un retour remarquable, es développements orent de nou-
velles perspetives sur les théories de jauge, dérivant les degrés de liberté des solitons
de p-branes de la théorie des ordes. Il me semblait néessaire d'ouvrir e mémoire
par un panorama historique et synthétique de e paysage en mouvement qui onstitue
l'arrière-plan de mon travail de thèse, et qui a déterminé au jour le jour la diretion de
mes reherhes.
14 Invitation au voyage
1.1 De la théorie des hamps quantiques...
La théorie quantique des hamps et son alter ego, la théorie statistique des hamps,
représentent à l'heure atuelle les fers de lane de l'arsenal de la physique théorique
moderne pour traiter un large spetre de problèmes s'étendant de la physique des
partiules élémentaires à la physique de la matière ondensée et des milieux désordon-
nés. Ces théories prennent le relais de la méanique quantique de Bohr, Heisenberg et
Plank et de la méanique statistique de Boltzmann lorsqu'il n'est plus possible d'isoler
un petit nombre de degrés de liberté, omme 'est le as en physique des partiules
lorsque les eets de prodution de paires deviennent importants, ou en physique des
supraonduteurs lorsque les exitations ohérentes olletives du nuage életronique
déterminent les propriétés de ondution. Elles rendent ompte de nombreux résultats
expérimentaux ave une préision inégalée, dont l'illustration la plus frappante est sans
doute donnée par l'aord à près de 10−10 des aluls d'életrodynamique quantique
ave les mesures de la struture hyperne des raies de résonane atomique. La théorie
des hamps de jauge non abélienne de groupe de jauge SU(3)×SU(2)×U(1) dérivant
le modèle standard [YM54, Wei67, Sal68℄ ne peut enore être onfrontée à des mesures
d'une telle préision, mais reproduit jusqu'à présent l'ensemble des résultats obtenus
dans les divers aélérateurs de partiules [B
+
96℄. Les désaords tantt observés se
sont jusqu'à présent révélés imputables à des erreurs de protoole expérimental, et
dans l'hypothèse où un tel désaord viendrait à être onrmé, ertaines partiularités
de es théories seraient suseptibles d'être revues sans pour autant remettre en ause
le shéma général de la théorie quantique des hamps.
1.1.1 Divergenes et renormalisations
Cet état de grâe de la théorie des hamps ontraste singulièrement ave le septi-
isme général qui en a entouré la naissane dans les années 1940, entâhée il est vrai
d'inohérenes mathématiques de mauvais augure. Si les innis apparaissant dans le
alul de quantités aussi élémentaires que la masse de l'életron induite par les utua-
tions du vide ont été assez rapidement domptés par une proédure de renormalisation,
la puissane préditive de telles théories était néanmoins diminuée, puisqu'il était nées-
saire de normaliser es innis à la valeur nie donnée par l'expériene. Sans ompter
l'aspet inesthétique et ad ho de la proédure, la série de perturbation obtenue s'avérait
elle-même divergente, et pouvait au mieux s'interpréter omme une série asymptotique
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à faible ouplage. La transposition des méthodes du groupe de renormalisation de K.
Wilson en théorie statistique des hamps à la théorie quantique des hamps a permis
une ompréhension bien plus satisfaisante de es innis. L'origine de es divergenes
était alors identiée omme le résultat de l'évolution des onstantes de ouplage en
fontion de l'éhelle d'observation, après intégration des degrés de libertés aux éhelles
intermédiaires. Les onstantes de ouplage nues de la théorie aux éhelles inniment
petites apparaissaient ainsi innies à l'éhelle d'observation. Les théories des hamps
dites renormalisables ne pouvaient don être dénies sans référene à une éhelle de
régularisation ultraviolette, et seuls les ouplages préservant la renormalisabilité étaient
pertinents pour la détermination des interations à l'éhelle d'observation, les autres
ne survivant pas au ot de renormalisation. En partiulier, le ouplage des théories de
jauge, sans dimension et don juste pertinent, présentait un omportement très dif-
férent sous le groupe de renormalisation, tendant à zéro aux grandes distanes dans
les théories de jauge abéliennes ou non abéliennes ave un nombre susant de hamps
de matière, tandis qu'il augmentait dans l'infrarouge pour les théories de jauge non
abéliennes ave susamment peu (ou pas) de hamps de matière, nalement quittant
le régime perturbatif. Inversement, aux petites distanes, le ouplage des premières
divergeait au ple dit de Landau , tandis qu'il déroissait vers zéro pour les seondes,
dites pour ette raison asymptotiquement libres. Cette dernière atégorie, dans laquelle
entre le modèle standard, devenait ainsi le seul andidat à une théorie fondamentale
suseptible de dérire les interations de jauge. La liberté asymptotique permettait en
outre de aluler de nombreuses préditions à haute énergie par un développement
perturbatif, aboutissant à l'aord que l'on sait ave les résultats des expérienes de
diusion profondément inélastique.
1.1.2 Au-delà de la théorie de perturbation
Si seules les théories de jauge asymptotiquement libres peuvent prétendre à une
desription fondamentale de la matière, on onçoit l'importane de dénir es théories
au niveau non perturbatif, sinon de développer des méthodes de alul dans e régime.
L'éhelle d'énergie du spetre des partiules stables, leptons, mésons et baryons (∼
1GeV), est en eet bien inférieure à l'éhelle des quarks et gluons sondée par les ex-
périenes de diusion profondément inélastique (∼ 200GeV), et orrespond don à un
régime de fort ouplage eetif ; la démonstration du onnement du nombre quantique
de ouleur et de la brisure de symétrie hirale est don hors de portée des méthodes
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perturbatives ordinaires.
La dénition d'une théorie des hamps hors du régime perturbatif est en soit un
problème majeur, et les approhes onstrutivistes ne sont pas enore en mesure de
dénir rigoureusement les théories de jauge en dimension 4. Inspirée par les modèles
de physique statistique, la régularisation sur réseau des théories de jauge ore une
dénition ommode à tout ouplage, relèguant es ompliations au traitement de la
limite de grand volume. Elle se prête partiulièrement bien au alul sur superordina-
teur, et des résultats très enourageants ont déjà été obtenus [Wei96℄. Son eaité
sur le plan analytique n'est ependant pas aussi évidente, et une meilleure ompréhen-
sion, au moins qualitative, des phénomènes non perturbatifs peut être obtenue grâe
aux méthodes semi-lassiques, basées sur la reherhe des solutions lassiques et leur
quantiation perturbative.
Le développement de es méthodes remonte à la déouverte des solitons de Polyakov
et 't Hooft [Pol74, tH76℄ et des instantons de 't Hooft et Belavin et al. [tH76, BPST75℄
‡1
. Les solitons orrespondent à des solutions non triviales des équations lassiques
du mouvement, indépendantes du temps et loalisées dans l'espae ; leur stabilité est
garantie lassiquement par la topologie non triviale de es ongurations de hamps.
Leur masse roît omme 1/g2, et ils éhappent don au spetre perturbatif. Ce sont
des andidats à la représentation de partiules du spetre non perturbatif, et leurs pro-
priétés peuvent en prinipe être déterminées par quantiation autour de es solutions.
Les instantons sont au ontraire loalisés dans le temps autant que dans l'espae, et
orrespondent à des transitions par eet tunnel entre les vides lassiques de la théorie.
Ils entrent en prinipe sur un pied d'égalité ave le vide trivial dans la dénition non
perturbative de la théorie, bien que le alul se limite dans la pratique à la prise en
ompte d'un gaz dilué d'instantons. Leur ontribution n'est pertinente que dans le
as de proessus interdits perturbativement, sans quoi la ontribution en e−1/g
2
des
instantons ne saurait émerger des ontributions perturbatives en gn.
1.1.3 Supersymétrie, dualité et alulabilité
Ces méthodes non perturbatives ont très réemment subi un essor remarquable
dans le adre des théories de jauge à supersymétrie étendue, pour lesquelles les pro-
priétés de supersymétrie garantissent l'absene de orretions perturbatives pour er-
taines quantités physiques au-delà d'un ertain ordre, ainsi que la stabilité, pour des
‡1
On se reportera ave prot à [Col77, Col74℄ pour une introdution élémentaire à es tehniques.
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valeurs génériques du ouplage, d'états vériant la propriété de Bogomolny, Prasad
et Sommereld (BPS), 'est-à-dire annihilés par ertaines harges de la super-algèbre
de Poinaré
‡2
. Dès 1978, une onjeture de Montonen et Olive [MO77℄ ranée par
Osborn [Osb79℄ proposait que les théories de jauge à supersymétrie N = 4, nies à
tout ordre en perturbation, possédaient au niveau quantique la symétrie de dualité
életrique-magnétique, dite S-dualité. Cette symétrie est bien onnue dans l'életro-
dynamique lassique de Maxwell, où elle éhange hamps életriques et hamps mag-
nétiques, harges életriques et harges magnétiques, tout en inversant le ouplage de
jauge. Bien que l'absene expérimentale de monoples magnétiques laisse supposer que
ette symétrie n'est pas préservée dans la réalité, on onjeturait au ontraire que ette
transformation de dualité restait une symétrie quantique des théories de jauge super-
symétriques N = 4. L'aspet le plus frappant de ette onjeture est qu'elle reliait un
régime de faible ouplage, dans lequel la théorie de perturbation donne des informa-
tions ables, à un régime de fort ouplage hors d'atteinte jusqu'alors. La déouverte
par Witten et Olive [WO78℄ que la masse des états BPS était protégée de orretions
quantiques pour toute valeur du ouplage, donnait les premières indiations de la va-
lidité de ette onjeture, en permettant l'identiation des monoples magnétiques de
't Hooft et Polyakov aux bosons de jauge fondamentauxW± dans la formulation duale.
Un pas déisif dans la démonstration de ette onjeture était eetué par Sen en 1994,
qui montrait que l'extension de ette dualité binaire à un groupe disret inni Sl(2,Z),
dit de S-dualité, agissant par transformations modulaires sur le paramètre omplexe
S = θ
2π
+ i4π
g2
, où l'on a inlus l'angle θ ouplant à la densité topologique
∫
F ∧ F , im-
pliquait l'existene d'états solitoniques de harge életrique et magnétique (p, q) pour
tous p et q entiers premiers entre eux ; il reliait l'existene de es états aux vides d'une
méanique quantique sur l'espae des modules des monoples de harge magnétique q,
et onstruisait expliitement la fontion d'onde du monople de harge magnétique 2
[Sen94℄. Ces résultats sont pour une grande part à l'origine de la ruée vers l'El Dorado
des dualités.
La déouverte du gisement revient ependant à Seiberg et Witten, qui la même an-
née 1994, montraient omment, en utilisant les ontraintes de la supersymétrie et de la
dualité életrique-magnétique sur la struture globale de l'espae des vides, on pouvait
déterminer l'ation eetive de basse énergie, exate à toute valeur du ouplage, pour
‡2
Les désintégrations d'états BPS ont été mises en envidene dans les théories de supersymétrie
N = 2 [SW94b, Fer97℄ mais n'interviendront pas dans les as de supersymétrie plus élevée onsidérés
dans e mémoire.
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une large lasse de théories de jauge à supersymétrie étendue N = 2 [SW94a, SW94b℄.
Ce tour de fore donnait pour la première fois la dynamique à grande distane, ou fort
ouplage, d'une théorie des hamps non triviale en quatre dimensions d'espae-temps,
et fournissait ainsi un terrain d'étude privilégié pour les phénomènes non perturbatifs
de onnement, brisure de symétrie hirale et ondensation de monoples. L'argument
de Seiberg et Witten utilisait de manière ruiale la dualité életrique-magnétique,
elle-i reliant diérentes desriptions équivalentes d'un même point de l'espae des
modules.
Malheureusement, es théories à supersymétrie étendue, bien que traitables analy-
tiquement, n'ont que peu de pertinene phénoménologique, la raison première en étant
l'impossibilité d'introduire de la matière hirale. Elles peuvent ertes donner lieu à
des théories supersymétriques N=1 ou sans supersymétrie par brisure doue, enore
ontrlables mathématiquement, mais toujours non hirales. Peu de temps avant son
artile fondateur ave E. Witten, N. Seiberg proposait une version diérente de la dual-
ité életrique-magnétique dans le adre des théories de jauge de supersymétrie N = 1,
dite dualité infrarouge [Sei94℄. Sur la base d'arguments de omptage de degrés de lib-
erté, de limites de déouplage et de orrespondane d'anomalies hiralesde 't Hooft,
Seiberg proposait que la théorie N = 1 de groupe de jauge SU(Nc) et en présene
de Nf saveurs de quarks soit identique à grande distane à une théorie de groupe de
jauge diérent SU(Nf −Nc), Nf saveurs de quarks et N2f singlets de jauge ; les bosons
de jauge non abéliens d'une théorie apparaissaient ainsi omme des solitons dans la
desription duale. Si ette onjeture a été étendue à un grand nombre de situations et
a onsidérablement fait progresser notre ompréhension de la dynamique des théories
de jauge, sa puissane alulatoire est malheureusement restée limitée jusqu'à présent.
1.2 ...aux théories des superordes...
Couronnée de suès pour la desription des trois interations életromagnétique,
forte et faible dans le adre du modèle standard, la théorie des hamps doit ependant
reonnaître son éhe à dérire la fore de gravitation au niveau quantique. Renor-
malisables en dimension deux, les interations gravitationnelles génèrent de sévères
divergenes ultraviolettes en dimension supérieure, et de nouveaux ontre-termes et
don onstantes de ouplage doivent être introduits à haque ordre en perturbation.
Ces diultés ne sont nalement pas surprenantes, si l'on réalise que la notion de
gravité quantique remet en ause les fondements de la struture de l'espae-temps aux
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distanes inférieures à l'éhelle de Plank (10−35 m, ou 1019 GeV), et don la notion
même de hamp déni en tout point de l'espae. Des eorts importants ont été on-
sarés à transposer les méthodes des théories de jauge à la gravitation dans le adre
de la théorie de gravitation de boules [Rov97℄, mais leur suès est enore inertain.
Fae à es diultés, la théorie des superordes apparaît à l'heure atuelle omme le
seul andidat viable à l'uniation quantique de toutes les interations fondamentales.
1.2.1 Théories perturbatives de ordes
Initialement développée sous le nom de modèles duaux à la n des années soix-
ante an de rendre ompte des trajetoires de Regge observées sur le spetre des réso-
nanes hadroniques de spin élevé, la théorie des ordes a déouvert sa véritable voation
lorsqu'il a été réalisé que la présene d'une partiule de spin 2 dans son spetre de masse
nulle en faisait un andidat naturel à la desription de la gravitation quantique[SS74℄ ;
e andidat était d'autant plus attirant que ontrairement aux théories des hamps,
toutes les amplitudes y étaient nies. La raison de e mirale tient à la struture étendue
que la théorie onfère aux objets élémentaires, de petites ordes relativistes osillantes
dérivant une surfae d'univers au ours de leur propagation dans l'espae-temps, et in-
teragissant de manière géométrique par oupure et reollement (splitting and joining),
orrespondant aux bifurations de ette surfae (gure 1.1). La tension de la orde 1/α′
dénit l'éhelle de masse de la théorie, dite éhelle des ordes, tandis que les interations
sont pondérées par le ouplage des ordes sans dimension g. Vues de loin, es ordes se
omportent omme des partiules pontuelles dont la nature, la masse et les intera-
tions sont déterminées par l'état d'osillation interne. Tout omme la ligne d'univers
d'une partiule ordinaire supporte une théorie des hamps unidimensionelle, la surfae
d'univers de la orde supporte une théorie des hamps bidimensionnelle onforme
‡3
.
Les ontraintes d'invariane onforme restreignent la dimensionalité de l'espae-temps
à la dimension ritique D = 26, et lui imposent en outre de vérier une extension
des équations de la relativité générale, orrigées à tous les ordres en α′. La gravitation
émerge don naturellement, et ette orrespondane xe la taille aratéristique des
ordes à l'éhelle de Plank.
Cette version simpliste, dite orde bosonique n'est ependant pas viable en raison de
‡3
Cette dernière ondition, néessaire au déouplage du hamp de Liouville sur la surfae d'univers,
peut être relaxée dans le adre des théories des ordes non ritiques. Ces dernières seront ignorées
dans le adre de ette thèse, bien que de réents progrès permettent d'espérer en leur quantiation.
20 Invitation au voyage
x
t
g
t
x
Fig. 1.1: Interation de splitting et surfae d'univers de la orde
la présene d'une partiule de masse arrée négative, le tahyon, révélatrie de l'insta-
bilité de ette théorie, ainsi qu'en raison de l'absene de degrés de liberté fermioniques
dans le spetre. On peut ependant remplaer la théorie onforme bidimensionnelle
en une théorie onforme loalement supersymétrique, ou superonforme, pour obtenir,
après une projetion judiieuse [GSO76℄, une théorie sans tahyon de dimension ri-
tique D = 10‡4. L'invariane superonforme sur la surfae d'univers onduit alors à une
théorie supersymétrique dans l'espae ambiant. Ces théories sont en général hirales, et
les ontraintes de ompensation d'anomalies gravitationnelles séletionnent une dizaine
de modèles [KLT86a℄, dont seuls six modèles ne présentent pas de tahyon : on on-
struit ainsi les ordes ouvertes de type I ave supersymétrie d'espae-temps N = 1 à
dix dimensions et groupe de jauge SO(32) ; les ordes fermées de type IIA et IIB ave
supersymétrie N = 2 non hirale (IIA) ou hirale (IIB) à dix dimensions ; les ordes
fermées hétérotiques ave supersymétrie N = 1 à dix dimensions et groupes de jauge
SO(32) ou E8×E8 ; et nalement la orde hétérotique non supersymétrique de groupe
de jauge SO(16) × SO(16) [AGGMV86℄, que nous omettrons dans la suite en nous
restreignant aux théories des superordes ritiques supersymétriques.
Le spetre de es théories de superordes se ompose don d'un étage de masse nulle
omprenant une partiule salaire φ dite dilaton, dont la valeur moyenne g = eφ dénit
le ouplage de la théorie, d'une partiule de spin 2 identiée au graviton , et d'un er-
tain nombre de tenseurs antisymétriques de jauge dépendant de la théorie onsidérée ;
‡4
Les théories superonformes étendues onduisent à une dimension ritique D = 2 (N = 2) ou D =
−2 (N = 4) dont la pertinene n'est pas évidente. Certaines onstrutions hétérotiques permettent
d'obtenir D = 4 pour une supersymétrie de surfae d'univers N = (2, 1) [OV91℄, mais ne seront pas
onsidérées dans e mémoire.
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es tenseurs généralisent la notion de potentiel veteur Aµ à un tenseur antisymétrique
à p indies B, ou p-forme, invariant sous la transformation de jauge B → B + dΛ
où Λ est une (p − 1)-forme quelonque. Le spetre inlut également une tour d'états
massifs de spin arbitrairement élevé et de masses arrées en progression arithmétique
M2 = N/α′, tout omme la gamme pythagoriienne des modes propres de la orde
vibrante. Les modes N 6= 0 n'apparaissent qu'aux énergies de l'ordre de l'éhelle de
Plank, et leurs eets peuvent don être intégrés pour donner une théorie des hamps
de basse énergie régissant la dynamique des états de masse nulle ; les symétries de
diéomorphismes et de jauge ajoutées aux propriétés de supersymétrie d'espae-temps
identient ette théorie des hamps aux théories de supergravité introduites par Freed-
man, van Nieuwenhuizen, Ferrara, Deser et Zumino [FvNF76, DZ76b℄. Bien que es
théories soient non renormalisables au sens du omptage de puissanes, les théories de
superordes en fournissent une régularisation ohérente et ompatible ave toutes les
invarianes de jauge.
1.2.2 Interations et théorie de perturbations
La théorie des superordes telle qu'elle émerge au milieu des années 1980 rassem-
ble don en réalité six théories des ordes ritiques distintes, séletionnées par un
ahier des harges drastique : absene d'instabilité tahyonique, et absene d'anoma-
lies gravitationnelles et de jauge. Ces théories sont dénies par leur développement
perturbatif en somme sur les surfaes de Riemann de genre arbitraire n, remplaçant
les diagrammes de Feynman ordinaires à n boules, pondérées par une puissane du
ouplage gn (gure 1.2). Grâe à l'invariane onforme, les pattes externes des dia-
grammes peuvent être inorporées omme des insertions d'opérateurs de vertex loaux
dans la théorie des hamps bidimensionnelle. Il faut enore sommer sur les diérentes
métriques sur la surfae d'univers, ou plus préisément sur leurs lasses d'équivalene
onforme, lesquelles sont déterminées par la struture omplexe de la surfae de Rie-
mann : ette opération est analogue à la sommation sur les moments des partiules se
propageant dans les boules, et prend également en ompte les fateurs de symétrie
des diagrammes. La dénition des théories des superordes est don intrinsèquement
perturbative en le paramètre g. Par ontraste, la théorie onforme sur haque surfae
est dénie non perturbativement en α′, bien qu'il puisse s'avérer néessaire d'eetuer
un développement perturbatif en α′ lorsque ette théorie n'est pas intégrable.
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+ + + ...
Fig. 1.2: Développement en surfae de Riemann de genre arbitraire : ontribution à
l'ordre des arbres, une boule, deux boules,...
1.2.3 Compatiation et dégénéresene du vide
La restrition sur la dimensionnalité D = 10 de l'espae peut être levée en sup-
posant ertaines d'entre elles ompates de rayon très faible. La variété orrespondant
à es diretions ompates est astreinte à vérier les équations d'Einstein généralisées ;
la préservation de la supersymétrie d'espae-temps restreint la variété de ompati-
ation aux espaes de Calabi-Yau, mais laisse enore un nombre important de pos-
sibilités : ainsi, dans le as de la ompatiation N = 2 à 4 dimensions, quelques
11000 espaes de Calabi-Yau topologiquement distints sont onnus, ave pour ha-
un plusieurs paramètres de déformations ontinues ! Notons de plus que l'on peut
onstruire des théories de superordes diretement à quatre dimensions en remplaçant
les dimensions internes par une théorie superonforme de harge entrale équivalente
[KLT86b, ABK87℄. On obtient dans ertains as des desriptions onformes exates
de ompatiation géométrique sur des espaes de Calabi-Yau [Gep87℄ ou sur des
solutions osmologiques [KL92℄, ou bien des desriptions sans équivalent géométrique
onnu.
Cette abondane de modèles pour une théorie d'uniation ne justie ependant
pas que l'on se désintéresse de es théories : es modèles doivent en eet être onsidérés
omme des états du vide diérents des quelques théories des superordes fondamentales
à dix dimensions, déterminés par les valeurs moyennes de hamps salaires de masse
nulle, dits hamps de module, paramétrant la variété de ompatiation. Ces salaires
prennent en général leurs valeurs dans une variété abstraite ourbe, dite espae des
modules. La séletion du vide physique, ou en d'autres termes la génération de masse
pour les hamps de modules, reste inomprise à l'heure atuelle.
1.2.4 Symétries perturbatives et symétries ahées
La déouverte des dualités d'espae ible (target spae dualities, ou T-dualités) ap-
porte une onrmation de e point de vue. Ces dualités apparaissent dans l'exemple
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Fig. 1.3: La T-dualité des ordes fermées éhange les états de moment sur un erle
de rayon R (gauhe) et les états d'enroulement sur un erle de rayon α′/R (droite).
le plus simple de la ompatiation sur un erle de rayon R : le spetre omporte
alors des états de moment de masse M = m/R orrespondant aux exitations de la
théorie des hamps portant un moment interne P = m/R selon la diretion om-
pate, mais aussi des états d'enroulement spéiques à la théorie des ordes, de masse
M = nR/α′ orrespondant à une orde enroulée n fois autour du erle (gure 1.3).
Ces deux états sont éhangés sous l'inversion du rayon R→ α′/R, et on peut montrer
que ette transformation est une symétrie exate de la théorie onforme, don valable
à tous les ordres dans la théorie de perturbation. Cette symétrie Z2 se généralise en
une symétrie de T-dualité SO(d, d,Z) pour les ompatiations sur tore T d, et dans le
as des ompatiations sur espaes de Calabi-Yau donnent lieu à la symétrie miroir,
qui identie deux espaes de topologies diérentes. La T-dualité agit omme automor-
phisme des ordes hétérotiques, mais omme isomorphisme des ordes de type IIA et
IIB, éhangées sous la T-dualité. Elle aura également des onséquenes inattendues
dans le adre des théories de ordes ouvertes, ainsi que nous le verrons inessamment.
Les T-dualités agissent ordre par ordre en théorie des perturbations et apparaissent
omme symétries ontinues
‡5
de la théorie de supergravité dérivant la dynamique à
basse énergie. Les théories de supergravité présentent ependant, outre es symétries
perturbatives, des symétries ahées reliant des régimes de ouplages diérents, ana-
logues à la S-dualité életrique-magnétique des théories de jauge [CJ79℄. L'exemple le
plus simple est sans doute la S-dualité Sl(2,Z) de la théorie de type IIB, agissant par
transformations modulaires sur le paramètre omplexe S = a+ie−φ, où a orrespond à
la valeur moyenne d'un hamp salaire de la théorie de type IIB ; les deux tenseurs anti-
symétriques (Bµν ,Bµν) se transforment en outre omme un doublet sous ette symétrie.
‡5
Les états d'enroulement et de moment hargés par rapport à ette symétrie ontinue sont en eet
absents de la théorie eetive à basse énergie.
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La théorie de supergravité est invariante sous le groupe ontinu Sl(2,R) [Sh83℄ ; elui-
i est brisé en un sous-groupe disret par l'existene de la orde fondamentale, hargée
sous ette symétrie. Par analogie ave la dualité de Montonen- Olive, on est don amené
à onjeturer la validité quantique de ette symétrie, et don l'existene d'un multiplet
de ordes solitoniques de harges (p, q) par rapport aux hamps (B,B). Cette onje-
ture suppose naturellement l'existene d'une extension non perturbative de la théorie
des superordes de type IIB.
De telles symétries ahées sont visibles dans de nombreux as, et se onjuguent
ave les dualités d'espae ible pour former un groupe de dualité plus large, dit de
U-dualité, agissant dans l'extension non perturbative hypothétique des théories de su-
perordes, ou reliant diérentes théories de superordes moyennant une redénition des
hamps [HT95℄. L'existene de symétrie de l'ation eetive ne surait pas à onlure
à l'existene de es dualités, mais l'étude du spetre non perturbatif des théories de
supergravité en apporte une onrmation élatante.
1.2.5 Spetre de solitons, membranes et D-branes
Bien que la formulation non perturbative des théorie des superordes reste enore
un problème ouvert à e stade, l'étude du spetre semi-lassique des solitons de la
théorie de supergravité donne une indiation du spetre non perturbatif de ette théorie
hypothétique. En partiulier, pour autant que es états soient susamment étendus
pour que la desription de basse énergie soit valide, les solitons vériant la propriété
BPS peuvent être identiés ave des états BPS non perturbatifs de la théorie des ordes.
La détermination de es états est probablement à l'origine du bouleversement de
notre ompréhension des théories des superordes. Elle révèle en eet l'existene d'une
variété d'états BPS étendus dits p-branes, généralisant la notion de partiule pontuelle
( p = 0 ) et de orde ( p = 1 ) à des objets omportant p ≥ 0 dimensions internes. Ces
états, inniment lourds et loalisés à faible ouplage, orrespondent à des hamps de
fond des théories de supergravité onentrés au voisinage d'hypersurfaes de dimension
p + 1. Ces objets possèdent néanmoins des modes propres de vibration leur onférant
une dynamique, qui peut en prinipe être alulée dans l'approximation de l'espae des
modules, omme dans le as des monoples magnétiques de la théorie des hamps.
Ces états étendus ne sont pas sans rappeler les D-branes étudiées dès le début des an-
nées 1990 dans le adre de la T-dualité des théories de ordes ouvertes [Hor89, DLP89℄.
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Fig. 1.4: La T-dualité des ordes ouvertes éhange les ordes ouvertes libres (gauhe)
ave les ordes ouvertes aux extrémités attahées sur la D-brane (droite).
Contrairement aux théories de ordes fermées où la transformation R→ α′/R agit de
manière triviale, la propagation libre des ordes ouvertes sur un erle de rayon R est
identiée dans l'image duale à la propagation sur un erle de rayon α′/R en présene
d'un défaut pontuel sur lequel les extrémités des ordes ouvertes sont ontraintes de
s'attaher (gure 1.4). Ce défaut, loalisé dans la dimension ompate dualisée, dénit
une hypersurfae de dimension 9 dans l'espae minkovskien à 10 dimensions, et don
une 8-brane (ou, dans le as d'une ompatiation sur un tore de dimension d, une
(9 − d)-brane). Ces objets, baptisés Dp-branes (ou D-branes) par référene à la on-
dition de bord de Dirihlet satisfaite par les oordonnées de plongement de la orde
ouverte, ont été identiés ave les p-branes de la supergravité dans un artile ma-
jeur de Polhinski, identiant leur ouplage aux hamps de jauge des supergravités de
type II [Pol95℄. Leur rle s'est onsidérablement développé lorsqu'il a été réalisé que
la desription de leurs interations se ramenait à une théorie de jauge usuelle sur leur
volume d'univers, permettant ainsi l'appliation frutueuse de résultats obtenus dans
le adre de la théorie des ordes au domaine des théories de jauge. Notons également
l'existene dans les théories de type II et hétérotiques de la 5-brane de Neveu-Shwarz,
ou NS5-brane, hargée magnétiquement par rapport au tenseur Bµν du seteur grav-
itationnel universel. Contrairement aux D-branes, et objet solitonique ne possède à
l'heure atuelle pas de desription en termes de théorie onforme bidimensionnelle.
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La déouverte de es solitons étendus remettait en ause la vision perturbative des
théories de superordes : de la orde fondamentale et des solitons de membranes, quels
sont les objets fondamentaux dénissant la théorie au niveau non perturbatif ? Quand il
existe une orde solitonique en plus de la orde fondamentale, existe-t-il une desription
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Fig. 1.5: Shéma synthétique des dualités de ordes à 16 et 32 harges super-
symétriques. Les èhes vertiales représentent les ompatiations, les doubles èhes
pleines les dualités non perturbatives, les doubles èhes laires les dualités perturba-
tives.
duale dans laquelle leurs rles soient éhangés ? On savait déja que les ordes de type
IIA et de type IIB étaient reliées par la symétrie miroir perturbative, les autres ordes
pourraient-elles être reliées par des dualités non perturbatives analogues à elles mises
en évidene en théorie des hamps ?
1.3.1 Dualité des théories de ordes
Ces développements onduisirent ainsi en 1995 à la formulation de l'hypothèse,
largement onrmée par la suite, que les inq théories de superordes supersymétriques
ne formaient que diérentes faettes de la même théorie, dans diérentes approxima-
tions de son espae des modules. Cette idée dépasse largement en puissane le on-
ept de dualité életrique-magnétique apparu en théorie des hamps, et s'inspire d'un
faiseau de oïnidenes remarquables ; le leteur pourra s'orienter à l'aide de la M-
appemonde gure (1.5).
Ainsi, les ordes de type I et hétérotiques de groupe de jauge SO(32) possèdent la
même ation moyennant la redénition ghet = 1/gI . La orde de type I à dix dimensions
possède un outre un soliton de orde, orrespondant à la 1-brane de Polhinski, dont la
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struture n'est autre que elle de la orde fondamentale de la théorie hétérotique. Ces
observations onduisent à postuler que la théorie des superordes de type I et la théorie
des superordes hétérotiques SO(32) ne sont que deux développements perturbatifs,
l'un à gI faible, l'autre à gI grand, d'une même théorie dénie à toute valeur de gI . Les
théories hétérotiques de groupe de jauge SO(32) et E8 × E8 étant perturbativement
équivalentes par T-dualité après ompatiation sur un erle, on voit que l'on ramène
ainsi les trois théories de superordes ave supersymétrie N = 1 à dix dimensions à
une seule.
En réalité, le as le plus lair de dualité fut d'abord observé dans les ompatia-
tions à six dimensions de la orde hétérotique sur un tore T 4, et de la orde de type
IIA sur une variété K3. Ces deux modèles, de supersymétrie N = 2 en six dimen-
sions, possèdent le même espae des modules R+ × SO(4, 20,R)/(SO(4) × SO(20))
orrespondant au dilaton et aux modules du réseau pair autodual Γ4,20 dénissant la
ompatiation de la théorie hétérotique d'une part ; au dilaton et aux modules de
la ompatiation de la orde de type IIA sur K3 d'autre part. Les ations eetives
de basse énergie sont en orrespondane sous l'identiation gIIA = 1/ghet, et les états
du spetre perturbatif orrespondant au réseau Γ4,20 sont identiés ave les D-branes
enroulées sur les 4 yles auto-duaux et 20 yles anti-auto-duaux de l'homologie de
K3. Cette dualité sera largement disutée dans e mémoire, où nous l'utiliserons pour
déduire des ouplages exats dans une théorie grâe à un alul perturbatif dans la
théorie duale.
1.3.2 Le haînon manquant
La onjeture de dualité entre les théories de type IIA et hétérotiques sourait
ependant de n'être valable qu'après ompatiation à six dimensions, et laissait mys-
térieux le lien entre les théories de type I (supersymétrie N = 1) et les théories de type
II (N = 2) à dix dimensions. Le haînon manquant fut postulé par E. Witten en 1995,
et le mystère qui l'entoure enore maintenant lui a valu l'appellation de M-théorie.
La justiation de son existene repose prinipalement sur le lien entre la théorie de
supergravité N = 2 à dix dimensions dérivant la dynamique de basse énergie des
superordes de type IIA ave la théorie de supergravité N = 1 à onze dimensions on-
struite par Cremmer, Julia et Sherk [CJS78℄. La supergravité à 11 dimensions restitue
en eet la supergravité de type IIA après ompatiation à la Kaluza-Klein sur un
erle, 'est-à-dire en omettant toute dépendane sur la diretion interne[Kal21, Kle26℄.
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Le rayon de la onzième dimension R11 et l'éhelle de Plank à onze dimensions l11 se
trouvent ainsi identiés ave la onstante de ouplage gIIA de la théorie des ordes de
type IIA et l'éhelle de orde α′ selon‡6
R11/l11 = g
2/3
IIA , l11 =
√
α′g1/3IIA . (1.1)
Cette identiation entre théories de supergravité peut être étendue à plus haute énergie
en identiant les D0-branes de la théorie de type IIA ave les modes de Kaluza-
Klein du graviton de onze dimensions [Tow95, Wit95b℄ ; les D2-branes et la orde
fondamentale de la théorie de type IIA suggèrent alors l'existene d'une membrane
de la M-théorie, enroulée ou non selon le erle de rayon R11, tandis les D4- et NS5-
branes desendraient d'une hypothétique 5-brane. Membranes et 5-branes apparaissent
du reste omme solitons de la supergravité à onze dimensions. Ces objets ne peuvent
ependant être quantiés à e jour, et la dénition même de la M-théorie est enore
inonnue ; nous reviendrons sur e problème dans la suite.
L'existene de ette théorie étant postulée, il est naturel d'appliquer les méthodes
de onstrution de desendants habituelles en théorie des ordes. En partiulier, tandis
que la ompatiation sur un erle S1 restitue la théorie de type IIA, la ompati-
ation sur un orbifold S1/Z2 (autrement dit, un segment), doit donner une théorie de
supersymétrie moitié, soit N = 1. Les onstrutions d'orbifold entraînent générique-
ment l'existene d'états dits twistés, loalisés sur les points xes, soit ii les deux
9-branes à haque extrémité du segment. Tandis que la théorie des ordes ore une
méthode générale pour déterminer es états, on doit ii se ontenter d'arguments in-
direts. Horava et Witten ont ainsi pu montrer que l'annulation loale des anomalies
gravitationnelles néessitait l'existene de bosons de jauge E8 se propageant sur haque
bord [HW96℄. Dans la limite où la longueur du segment tend vers zéro, on restitue ainsi
le ontenu de la théorie hétérotique E8 × E8, dont la orde fondamentale est donnée
par la membrane (ou 2-brane) de la M-théorie suspendue entre les deux neuf-branes !
1.3.3 La théorie non perturbative des superordes
On voit don que les inq théories des ordes de supersymétrie N = 1 orrespondent
à inq limites d'une théorie maîtresse qui admet un développement diérent en série de
ordes perturbative dans haque limite, tandis que la supergravité à onze dimensions
‡6
Les oeients numériques ont été omis dans ette formule. Des relations équivalentes mais utiles
sont α′ = l311/R11, gIIA = R11/
√
α′.
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représente la limite de basse énergie de ette théorie. Plus préisément, nous avons dis-
uté un ertain nombre de onditions satisfaites par es inq formulations limites qui
autorisent l'existene d'un prolongement dans l'intérieur du domaine des paramètres.
Cette approhe est assez similaire à elle adoptée en géométrie diérentielle, où l'on
dénit une variété par les artes loales sur un ensemble d'ouverts et par les fontions
de transitions. L'analogie a ses limites, ar dans le as présent, sur haque arte l'infor-
mation n'est que de nature asymptotique, en raison de la non onvergene de la série
asymptotique. On ne donne don la théorie que sur un ensemble de mesure nulle g = 0,
et il faudrait un argument d'analytiité pour prolonger ette information à des valeurs
nies des onstantes de ouplage.
Quoi qu'il en soit, ette théorie non perturbative des superordes, que nous dénom-
merons M-théorie dans la suite de et exposé, ne semble pas donner de plae privilégiée
aux ordes elles-mêmes, mais plutt aux membranes et inq-branes. Elle doit égale-
ment présenter la propriété d'engendrer une algèbre de ourants E8 dès lors qu'elle est
dénie en présene de bord, e qui l'apparente aux théories de Chern-Simons [Hor97℄.
La théorie des supermembranes semble en l'état atuel inohérente et ne peut servir
de dénition à la M-théorie. Dans la suite, nous disuterons une proposition réente
pour dénir la M-théorie sur le front de lumière. Pour l'instant, nous adopterons une
approhe moins ambitieuse mais de rapport plus immédiat, et envisagerons dans quelle
mesure les tehniques de alul semi-lassique en théorie des hamps peuvent être
transposées à la théorie des ordes.
1.3.4 Approhe semi-lassique à la théorie des superordes
Comme nous l'avons disuté plus haut, les méthodes semi-lassiques pour la déter-
mination non perturbative d'amplitudes physiques sont partiulièrement eaes en
théorie des hamps lorsque l'on s'intéresse à des proessus interdits perturbativement.
La théorie des superordes, onsidérée dans un de ses vides supersymétriques, remplit
préisément ette ondition, du moins lorsque l'on s'intéresse aux interations domi-
nantes à basse énergie. On peut don herher à aluler les orretions non perturba-
tives en inluant les ongurations d'instantons de la théorie des ordes. L'étude des
points-selles eulidiens de la théorie de supergravité dérivant la dynamique de basse
énergie permet de déterminer es ongurations, tout omme l'étude des solutions las-
siques minkovskiennes fournissait le spetre BPS non perturbatif des p-branes. Tout
naturellement, les solutions eulidiennes s'obtiennent en enroulant la ligne d'univers
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de genre temps des solutions minkovskiennes statiques autour d'un erle de genre
espae du ontinuum d'espae-temps. On obtient ainsi un spetre d'objets instan-
toniques, loalisés à un instant donné, mais étendus dans p + 1 diretions spatiales,
à la diérene des instantons pontuels des théories de jauge en dimension 4. Mal-
heureusement, l'absene de formulation non perturbative de la théorie des superordes
ne nous permet pas d'obtenir les règles de sommation sur es ongurations de manière
dédutive. Cette approhe serait don vouée à l'éhe, s'il n'existait un ertain nombre
d'amplitudes physiques déterminables exatement grâe par des arguments de dualité.
L'examen de es quantités, exates à toute valeur du ouplage, dans la limite de faible
ouplage, permet d'identier les ontributions non perturbatives de es instantons, et
donne des indiations préieuses sur les règles à appliquer dans des as plus généraux.
Cette stratégie a été mise en ÷uvre dans le adre de e travail de thèse, et fera l'objet
d'une disussion approfondie dans e mémoire.
1.3.5 M omme Matrie ?
Dénie par le prolongement hypothétique de théories perturbatives, la théorie non
perturbative des superordes gagnerait en rédibilité et préditivité à reevoir une
formulation intrinsèque qui ne fasse appel à auun développement perturbatif. Bien
que la réponse à ette question reste enore hors d'atteinte, Banks, Fishler, Shenker
et Susskind ont proposé une formulation [BFSS97, Sus97℄ qui reproduit bon nombre
des aratéristiques supposées de la M-théorie, dont l'amplitude de diusion graviton-
graviton prédite par la théorie de supergravité à 11 dimensions [BB97℄. Cette approhe,
onnue sous le nom de théorie des matries (M(atrix) Theory) postule que la dynamique
de la M-théorie peut être dérite sur le front de lumière par la méanique quantique
supersymétrique de 9 matries hermitiennes de u(N) dans la limite de grand N , obtenue
par rédution dimensionnelle de la théorie de Yang-Mills U(N) supersymétrique à dix
dimensions ; les 9 hamps salaires AI issus de la rédution du potentiel veteur Aµ
sont identiés aux 9 oordonnées non ommutatives transverses au front de lumière. Ce
modèle n'est autre que elui dérivant la dynamique de N D0-branes, ainsi identiées
aux omposants élémentaires, ou partons, de la M-théorie. Cette formulation rappelle
les développements enore réents des modèles de matries, qui avaient en eet permis
de faire le lien entre la méanique statistique d'une matrie aléatoire gaussienne dans
la limite de double saling et le développement en genre d'une théorie de ordes. La
onnetion ave les théories de superordes ritiques était ependant restée hors de
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portée, et le alul limité au alul de ertains exposants ritiques. L'analogie a pourtant
ses limites, ar 'est ii les utuations d'un nombre ontinu de matries paramétrées
par le temps propre qu'il faut onsidérer. La propriété de supersymétrie étendue de la
théorie des matries permet ependant d'espérer que e problème reste traitable. Sa
reevabilité reste ependant subordonnée à la démonstration de l'invariane de Lorentz
SO(1, 10) à onze dimensions, non manifeste sur le front de lumière.
Enore ette formulation ne traite-t-elle que la M-théorie dans l'espae plat à onze
dimensions, soit une limite partiulière de la théorie non perturbative des superordes.
Pour prétendre au nom de M-théorie, elle doit pouvoir dérire les ongurations de
hamps de fond les plus générales, et en partiulier pouvoir être ompatiée
‡7
. Le
méanisme de ompatiation sur des variétés quelonques est bien loin d'être ompris,
mais déjà, la ompatiation sur des variétés toroïdales plates de dimension d se révèle
beauoup plus omplexe qu'en théories des hamps ou des ordes habituelles, puisque la
méanique quantique de matries U(N) devient une théorie de jauge supersymétrique
U(N) en dimension d + 1, dans la limite de grand N ! Ce saut qualitatif ompromet
la préditivité de ette théorie, en partiulier lorsque d ≥ 3 puisqu'alors la théorie de
jauge devient non renormalisable et don mal dénie à ourte distane, où elle doit être
omplétée par des degrés de liberté supplémentaires. Les U-dualités de la M-théorie sont
alors identiées aux dualités életrique-magnétique et géométriques de es théories de
jauge étendues. Au ours de e travail de thèse, nous avons également montré omment
les modules de la ompatiation pouvaient s'interpréter dans le adre de la théorie des
matries, et étudié le spetre des états BPS dans les deux formulations. L'identiation
de la théorie des matries à la M-théorie, et en partiulier aux théories de superordes
limites, n'a ependant été vériée que dans le seteur BPS, et on peut légitimement se
demander si ette équivalene, omme les onjetures de dualité des ordes, s'étend au
spetre entier des théories de superordes.
1.3.6 Au delà du adre de e mémoire...
Le panorama historique que nous avons dessiné jusqu'à présent ne donne qu'un
aperçu impressionniste et impréis du bouleversement survenu en quelques années dans
les théories des hamps et des ordes. Nous aurons l'oasion de remédier à une partie
des insusanes de ette introdution dans la suite de e mémoire pour les sujets
‡7
Plus préisement, l'espae de Hilbert de la théorie des matries devrait omporter des seteurs de
superséletion dérivant les diérentes ompatiations possibles.
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touhant de plus près à mes reherhes dotorales, renvoyant le leteur aux artiles
originaux et artiles de revue ités en référene pour plus de détails. Nous devrons
également ignorer ertains développements prometteurs que nous n'avons pu aborder
dans le adre de ette thèse mais que nous espérons explorer dans un prohe avenir :
 La théorie des superordes de type IIB admet des shémas de ompatiation
non perturbative dans lesquels le dilaton n'est pas uniforme, et déni à une trans-
formation de S-dualité Sl(2,Z) près. Ces ongurations peuvent naturellement
être interprétées dans le adre d'une théorie en dimension 12, introduite par C.
Vafa sous le nom de F-théorie [Vaf96℄. Bien que ette dernière soit enore mal
dénie (voir [BK97℄ pour une tentative intéressante), on peut ainsi onstruire une
nouvelle lasse de modèles, dont, par ompatiation sur un espae de Calabi-
Yau de dimension omplexe 4, ertains modèles de supersymétrie N = 1 à quatre
dimensions d'intérêt phénoménologique. Cette proédure permet également de
onstruire des théories de jauge de ontenu arbitraire dans la limite où la gravité
se déouple, et de résoudre elles-i expliitement [KKV97, Kle97℄.
 La modélisation des trous noirs en termes d'états liés de D-branes permet une de-
sription des degrés de liberté mirosopiques de es objets. On a ainsi pu dériver
la formule de Bekenstein-Hawking pour l'entropie des trous noirs extrémaux et
quasi extrémaux, orrespondant aux intersetions BPS et quasi-BPS de D-branes
(pour une ourte revue, voir par exemple [Mal98℄). Ce alul a été réemment
étendu aux trous noirs non extrémaux, dont le trou noir de Shwarzshild, grâe à
ertaines transformations de U-dualité non onsidérées dans e mémoire [SS97℄.
 L'étude de la dynamique de volume d'univers des solitons de la M-théorie permet
de omprendre les dualités des théories de jauge omme ation géométrique sur
la onguration solitonique (voir [GK98℄ pour une revue de es développements) ;
elle suggère également l'existene d'une lasse de théories de jauge non triviales
en dimension supérieure à quatre, dont l'absene de formulation lagrangienne
ne diminue pas l'intérêt. Elle permet enn de relier les exitations des théories
de jauge onformes, et en partiulier de la théorie de Yang-Mills N=4 à quatre
dimensions, aux exitations de supergravité sur l'horizon de es solitons, tout au
moins dans la limite de grand N [Mal97℄.
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Au ours de ette thèse, je me suis tout d'abord intéressé aux propriétés de dualité
des théories de hamps supersymétriques N = 2. Dans leur artile fondateur de 1994,
Seiberg et Witten ont montré omment les orretions non perturbatives à la métrique
des salaires de la branhe de Coulomb, où la symétrie de jauge est brisée en un sous-
groupe abélien, pouvaient être alulées grâe aux propriétés de dualité életrique-
magnétique. En revanhe, la branhe de Higgs, où la valeur moyenne des salaires des
hypermultiplets brise entièrement la symétrie de jauge, est protégée de telles orretions
par la supersymétrie globale. Les orretions provenant de la théorie des ordes ne
sont ependant pas exlues, e qui a motivé l'étude de ette branhe sous la diretion
d'Ignatios Antoniadis (annexe A) [AP97℄. J'ai en partiulier pu montrer l'existene
d'une nouvelle dualité identiant la branhe de Higgs d'une théorie de jauge ave Nc
ouleurs et Nf saveurs ave elle d'une théorie de Nf−Nc ouleurs et Nf saveurs. Cette
dualité des branhes de Higgs rappelle la dualité infrarouge suggérée par Seiberg dans
les théories des hamps supersymétriques N = 1 orrespondantes ; elle a par la suite
été interprétée en termes d'ation géométrique sur les ongurations de D-branes. Je
me suis ensuite penhé ave Hervé Partouhe sur le problème de la brisure partielle de
supersymétrie globale N = 2 par les termes de Fayet-Iliopoulos magnétiques qu'il avait
mise en évidene ave Ignatios Antoniadis et Tomasz Taylor [APT96℄ ; ette étude a
onlu à l'impossibilité d'étendre e proessus en présene d'hypermultiplets hargés
minimalement ouplés, et ne sera pas reprise dans e mémoire [PP97℄.
Mon intérêt s'est ensuite porté vers les dualités des théories de ordes, au ontat
d'Elias Kiritsis et Costas Kounnas à la division Théorie du CERN. Après l'étude d'une
proposition réente de dénombrement des états BPS des théories de ordes hétérotiques
ompatiées sur T 6 ou de type IIA ompatiée sur K3×T 2 [DVV97a℄ qui s'est révélée
inomplète, nous nous sommes intéressés, en ollaboration ave Andrea Gregori, Niels
Obers et Marios Petropoulos, aux orretions de seuil aux interations gravitationnelles
à quatre dérivées dans les théories N = 4 de rang non maximal (annexe B)[GKK+98℄.
Sous la dualité hétérotique-type II, la ontribution à une boule de type II donne
lieu à des orretions non perturbatives en e−1/g
2
orrespondant à des inq-branes
hétérotiques enroulées sur le tore T 6. Cette généralisation des résultats de Harvey
et Moore [HM96℄ a mis en évidene la restrition de la S-dualité à un sous-groupe de
Sl(2,Z) dans es modèles d'orbifolds sans point xes, ainsi que ertains omportements
inattendus de théories hétérotiques à fort ouplage.
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Cette première onfrontation ave les eets non perturbatifs de la théorie des ordes
m'a onduit à étudier, en ollaboration ave Ignatios Antoniadis et Tomasz Taylor,
d'autres ouplages à quatre dérivées dans es théories N = 4, qui ont ette fois la pro-
priété d'être donnés exatement à une boule du oté hétérotique (annexe F)[APT98℄.
Leur interprétation du point de vue des ordes de type II orrespond alors à des ef-
fets non perturbatifs en e−1/g de D-branes s'enroulant sur les yles d'homologie de
K3×T 2. Nous avons ainsi obtenu les premiers exemples expliites d'eets d'instantons
en espae ourbe, et retrouvé le dénombrement des yles algébriques de K3 de genre
donné, onjeturé indépendamment par Bershadsky, Sadov et Vafa [BVS96℄.
Je me suis simultanément tourné ave Elias Kiritsis vers l'étude de situations plus
pures où les ontributions de es instantons pouvaient être omprises plus préisément.
Nous nous sommes ainsi intéressés aux ouplages en R4 de la théorie de type IIB,
pour lesquels Green et Gutperle avaient onjeturé une expression non perturbative
en termes d'une fontion non holomorphe modulaire de Sl(2,Z) [GG97b℄. Nous avons
étendu leur onjeture aux ompatiations de la orde de type IIB sur T 2 et T 3, pour
lesquelles nous avons montré que les séries d'Eisenstein invariantes sous les groupes de
U-dualité Sl(3,Z) et Sl(5,Z) reproduisaient les ontributions perturbatives à l'ordre
des arbres et à une boule, ainsi que des sommes d'instantons interprétables en termes
de ordes de type (p, q), images de la orde fondamentale sous la symétrie Sl(2,Z)B,
enroulées sur les deux-yles du tore de ompatiation (annexe C)[KP97℄. Nous
avons ensuite étendu es résultats aux ompatiations toroïdales quelonques de type
IIA ou IIB, obtenant les ontributions de Dp-branes de dimensionalité arbitraire à es
ouplages (annexe D)[PK98℄. En même temps, nous remarquions que es ontributions
ne susaient pas à reproduire un résultat invariant sous la dualité en dimension D ≤ 6,
et qu'elles devaient être omplétées par des ontributions en e−1/g
2
dont l'interprétation
reste obsure à e jour. Tout réemment, j'ai pu démontré l'absene de ontributions des
formes uspoïdales aux ouplages en R4, fournissant ainsi la démonstration dénitive de
la onjeture de Green et Gutperle (annexe E)[Pio98℄. Ce résultat apparaît également
omme onséquene de l'étude des ouplages à quatre dérivées ité plus haut.
La théorie des matries, prétendante à une dénition non perturbative de la M-thé-
orie et don de la théorie des superordes, ayant remporté des suès remarquables, je
me suis penhé sur es développements en ollaboration ave Eliezer Rabinovii et Niels
Obers, dans l'espoir de larier es ontributions instantoniques (annexe G) [OPR97℄.
Nous avons ainsi pu faire le lien ave des résultats obtenus peu avant par Eliezer en ol-
laboration ave Amit Giveon, Shlyamon Elitzur et David Kutasov sur l'implémentation
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de la symétrie de U-dualité en théorie des matries [EGKR98℄. Nous avons également
pu étendre es résultats, en démontrant omment la théorie des matries devait être
modiée pour dérire des ompatiations en présene de hamps de fond de jauge,
néessaires à la réalisation de la U-dualité.
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Chapitre 2
Dualités non perturbatives des
théories des hamps
supersymétriques
Comme nous l'avons dérit dans notre introdution, la notion de dualité életrique-
magnétique mise en évidene dans les théories de jauges non abéliennes à supersymétrie
étendue a joué un rle essentiel dans l'émergene de la onjeture de dualité des théories
de superordes. Nous en donnerons ii une présentation sommaire, qui nous permet-
tra d'introduire de nombreux onepts de base impliites dans les hapitres ultérieurs.
Nous suivrons ainsi le heminement de mon apprentissage, et introduirons le leteur à
la publiation en appendie A. Ces idées ne prendront leur pleine dimension qu'une fois
transposées aux théories de supergravité qui dérivent la dynamique à basse énergie
des théories de superordes, et présentent des symétries ahées non perturbatives
analogues à la S-dualité des théories de jauge. La brève desription que nous en don-
nerons nous introduira aux dualités des théories de superordes, qui feront l'objet du
hapitre suivant.
2.1 Des monoples magnétiques à la S-dualité
2.1.1 Dualité et monoples magnétiques
L'idée de dualité életrique-magnétique remonte sans doute aux premiers jours de
l'életrodynamique lassique maxwellienne, dont les équations dans le vide présentent
une symétrie globale U(1) mélangeant hamps életrique et hamps magnétique selon
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E + iB → eiα(E + iB). La validité en présene de matière de ette symétrie impli-
querait l'existene de partiules pontuelles hargées magnétiquement, dites monoples
magnétiques, qui aurait l'avantage d'expliquer la quantiation de la harge : en eet,
l'inobservabilité de la singularité de Dira dans le potentiel veteur en présene de deux
dyons de harges életriques et magnétiques (qe, qm) et (q
′
e, q
′
m) impose la ondition de
Dira-Shwinger-Zwanziger [Dir31, Sh66, Zwa68℄
qeq
′
m − q′eqm ∈ 4π~Z ; (2.1)
la harge életrique qe et la harge magnétique qm sont don restreintes à prendre leurs
valeurs dans le réseau
qe = ~g e , qm =
4π
g
m , (e,m) ∈ Z× Z; (2.2)
où la première relation dénit notre onvention pour le ouplage de jauge g. On voit
ainsi que la dualité életrique-magnétique éhangeant harges életrique et magnétique
s'aompagne d'une inversion du ouplage de jauge
‡1
g → 4π
g
, e↔ m (2.3)
éhangeant faible ouplage et fort ouplage. Les monoples de la théorie de Maxwell
orrespondent ependant à des ongurations singulières du hamp de jauge, et leur
existene est malheureusement fortement exlue par les données expérimentales.
2.1.2 Monople de 't Hooft-Polyakov et onjeture de Montonen-
Olive
L'intérêt pour es partiules a été relané ave la déouverte de solutions lassiques
de théories de jauges non abéliennes à symétrie spontanément brisée, hargées magné-
tiquement sous le groupe de jauge abélien résiduel [tH74a, Pol74℄. La harge magnétique
m est donnée par un invariant topologique, et es états sont don stables lassiquement.
Leur masse est donnée lassiquement dans le as du modèle de Georgi-Glashow par
Mm = 4π|a|
g
· |m| , m ∈ Z , (2.4)
où a2 = 1
2
trφ2 désigne la valeur moyenne du salaire de Higgs dans la représentation
adjointe du groupe de jauge SU(2). Cei est à omparer à la masse des bosons W± du
‡1
Nous hoisissons dès à présent les unités de mesure c = ~ = 1.
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spetre perturbatif,
Me = |a| g · |e| , e = ±1 . (2.5)
Ces deux objets saturent don la borne de Bogomolny [Bog76℄ apparaissant dans la
limite de Prasad et Sommereld [PS75℄ du modèle de Georgi-Glashow, où la longueur
du hamp de Higgs est gelée :
M≥ |a|
√
q2e + q
2
m . (2.6)
Cette relation, invariante sous la dualité életrique-magnétique, reevra plus loin une
interprétation dans le adre des théories supersymétriques. Un alul semi-lassique
de diusion montre également que la fore statique entre deux monoples s'annule,
tout omme l'interation entre deux partiules W± de même harge, en raison de
la ompensation entre l'éhange répulsif de bosons veteurs et l'éhange attratif de
partiules de Higgs . Ces onstatations onduisirent en 1977 Montonen et Olive à
formuler l'hypothèse de dualité életrique-magnétique des théories de jauge de groupe
SU(2), généralisée peu après à tous les groupes ompats par Goddard, Nuyts et Olive,
postulant l'équivalene des théories de jauge de ouplage g et 4π/g, les monoples
magnétiques de 't Hooft- Polyakov jouant le rle des hamps fondamentaux dans la
formulation duale [MO77, GNO77℄.
2.1.3 Supersymétrie et propriété BPS
L'idée de dualité dans les théories quantiques des hamps en tant que telle n'est pas
neuve : la dualité de Kramers-Wannier entre les phases de haute température et de basse
température du modèle d'Ising-Onsager en est sans doute le premier exemple ; le modèle
de sine-Gordon à 1+1 dimensions s'est également révélé dual à fort ouplage au modèle
de Thirring, les solitons d'une théorie s'identiant aux hamps fondamentaux de la
théorie duale [Col75℄ . L'importane partiulière de la dualité de Montonen-Olive tient
au fait qu'elle orrespond à une théorie des hamps à 3+1 dimensions non intégrable, et
andidate à une desription phénomènologique des interations fortes et életrofaibles.
Dans sa formulation première de Montonen et Olive, ette onjeture n'est ependant
pas tenable, pour deux raisons apparemment distintes. Premièrement, le ouplage
de jauge, par suite des orretions quantiques, dépend de l'éhelle d'observation, et
l'identiation g ↔ 4π/g n'a pas de sens ; en outre la masse des solitons en fontion
de e ouplage est sujette à des orretions quantiques et la validité de la formule
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(2.6) n'est pas assurée ; enn, les monoples du modèle de Georgi-Glashow sont des
partiules salaires qui ne sauraient être identiées aux partiules fondamentales de
spin 1.
Ces trois problèmes peuvent être résolus simultanément au prix d'une perte de
généralité et de pertinene phénomènologique, en onsidérant des théories de jauge à su-
persymétrique étendue. La supersymétrie donne lieu à des théorèmes de non renormal-
isation permettant de ontrler les orretions quantiques. En partiulier, les théories
N = 4 sont nies à tout ordre en perturbation, et l'ation eetive à deux dérivées ne
reçoit auune orretion quantique
‡2
. Le ouplage de jauge g est don égale à sa valeur
nue, et parler de son inversion ne pose pas de diulté. La supersymétrie organise
aussi le spetre en représentations dépendant des harges entrales Z ij de l'algèbre de
supersymétrie étendue
‡3
{Qiα, Qjβ¯} = σµαβ¯ Pµ (2.7a)
{Qiα, Qjβ} = 2ǫαβZ ij . (2.7b)
où les indies gres orrespondent aux indies spinoriels et les indies i = 1 . . . N aux
N harges supersymétriques. La représentation irrédutible générique, de dimensions
22N vérie l'inégalité
M≥ |Zλ| (2.8)
où Zλ désigne toute valeur propre de la matrie antisymétrique Z
ij
. Lorsque l'inégalité
(2.8) est saturée pour une valeur propre Zλ, la représentation générique se réduit alors
en deux représentations irrédutibles de dimension moitié annihilées par la moitié des
harges supersymétriques. Ce proessus dihotomique se poursuit lorsque l'égalité dans
l'équation (2.8) se produit pour plusieurs valeurs propres
‡4
. L'égalité dans la formule de
masse (2.8) est alors exate à tout ouplage, sans quoi la dimension de la représentation
hangerait de manière disontinue. Dans le as de la théorie de Yang-Mills SU(2) de
supersymétrie N = 4, la harge entrale s'érit
Z ij = |a| (Qe + iQm) ǫij (2.9)
‡2
Les théories N = 4 sont en eet des exemples de théories onformes à quatre dimensions. La
symétrie onforme est spontanément brisée par la valeur moyenne a du hamp de Higgs.
‡3
L'ouvrage [WB92℄ rassemble les informations essentielles sur la supersymétrie et la supergravité.
‡4
La dimension est enore divisée par deux lorsque toutes les harges entrales s'annulent.
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où ǫij est la forme sympletique standard, et la borne de Bogomolny (2.6) apparaît
omme une onséquene de l'algèbre de supersymétrie ; les monoples magnétiques,
omme les bosons W± appartiennent ainsi à des représentations ourtes de l'algèbre
de supersymétrie N = 4 et omprennent don un état de spin 1 ‡5. Plus généralement,
on appelle borne de Bogomolny-Prasad- Sommereld (ou borne BPS) l'inégalité (2.8),
et états BPS les états la saturant. Ces états sont entraux dans l'étude des dualités en
théories des hamps et théories de ordes.
2.1.4 S-dualité de la théorie de Yang-Mills N = 4
Ignorée pendant une quinzaine d'années, la onjeture de dualité életrique-magné-
tique a de nouveau onentré l'intérêt en 1994 grâe au travail de Sen qui en a donné
une vériation essentielle. En présene d'un ouplage topologique θ
∫
TrF ∧ F , la
harge életrique eetive subie l'eet Witten e→ e+ θ
2π
m [Wit79℄, de sorte que la
masse d'un état BPS de harges életrique e et magnétique m (2.6) devient
M = |a|
√
|e+ Sm|2
S2
où S =
θ
2π
+ i
4π
g2
:= S1 + iS2 . (2.10)
Cette relation présente la propriété d'invariane sous le groupe modulaire Sl(2,Z) des
matries 2× 2 de déterminant 1 et oeients entiers agissant par
S → aS + b
cS + d
,
(
e
m
)
→
(
a b
c d
)(
e
m
)
, a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1 (2.11)
On est ainsi amené à onjeturer l'invariane de la théorie quantique elle-même sous
ette symétrie, baptisée S-dualité. Ce groupe est engendré par la transformation de
dualité életrique-magnétique S → −1/S, qui généralise la dualité de Montonen-Olive
à une valeur non nulle de l'angle θ, ainsi que par le ot spetral S → S+1, qui ne hange
pas les amplitudes mais agit non trivialement sur le spetre. L'existene de bosons de
jaugeW± dans le spetre implique alors l'existene de l'orbite sous Sl(2,Z) de es états,
soit tous les états de harge (p, q), où p et q sont deux entiers premiers entre eux. Ces
états BPS doivent orrespondre à l'existene d'un état fondamental supersymétrique
pour la méanique quantique dénie sur l'espae des modules lassiques des monoples
de harge q ‡6, et Sen a pu onstruire expliitement la fontion d'onde dans le as du
monople magnétique de harge (1, 2) [Sen94℄.
‡5
Le spin des monoples provient de la quantiation des modes zéro fermioniques en leur présene.
‡6
Cet espae a fait l'objet d'une étude mathématique approfondie, résumée dans l'ouvrage [AH88℄.
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La onjeture de S-dualité des théories de jauge supersymétriques N = 4 a depuis
fait l'objet de nombreux tests. En partiulier, il a été prouvé que la fontion de parti-
tion de la version topologiquement twistée de es théories de jauge sur une variété
arbitraire était invariante sous la S-dualité [VW94℄, tout omme l'était la divergene
infrarouge de l'énergie libre en présene de ux életriques et magnétiques, [GGPZ95℄.
La démonstration rigoureuse de l'invariane de la théorie de jauge N = 4 originale est
ependant restée hors d'atteinte
‡7
. Elle apparaît maintenant omme une onséquene
élémentaire de la onjeture de dualité des théories de superordes. Cette onjeture
n'a ependant pas enore mené au alul de quantités non-triviales, omme par exemple
des ouplages à plus de deux dérivées, prinipalement en raison de la méonnaissane
des ontraintes de la supersymétrie sur es quantités. Ce problème sera abordé dans
le hapitre 3 dans le adre des théories de superordes. En revanhe, l'extension par
Seiberg et Witten de la onjeture de S-dualité N = 4 aux théories supersymétriques
N = 2 a délenhé un grand retentissement tant en physique des partiules qu'en
mathématiques.
2.2 Dualité dans les théories de jauge de supersymétrie
N=2
En regard des théories de jauge à supersymétrie N = 4 bien doiles, les théories
de jauge N = 2 présentent une rihesse étourdissante. En partiulier, l'ation eetive
de basse énergie n'est plus astreinte au théorème de non renormalisation et la fontion
beta ne s'annule en général plus, de sorte que la dynamique peut réserver des surprises
inattendues. Les ontraintes de la supersymétrie restent ependant enore assez fortes
pour permettre la détermination exate de l'ation eetive à deux dérivées, omme
l'ont montré Seiberg et Witten.
‡7
La fontion de partition de la théorie de jauge abélienne non supersymétrique de Maxwell sur une
variété de dimension 4 quelonque a été alulée indépendamment par E. Verlinde et E. Witten [Ver95,
Wit95a℄ et présente un poids modulaire non trivial ((χ+ σ)/4, (χ− σ/4)) sous les transformations de
S-dualité, où χ est la aratéristique d'Euler et σ la signature de la variété.
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2.2.1 Ation mirosopique, ation eetive et supersymétrie
N=1
Comme nous l'avons disuté dans l'introdution, les degrés de liberté des théories
de jauge asymptotiquement libres à grande distane, orrespondant aux partiules ob-
servables à basse énergie, n'ont que peu à voir ave les degrés de liberté mirosopiques
en termes desquels la théorie est formulée, ei en raison de la roissane rapide du
ouplage de jauge aux grandes éhelles. On herhe don à retenir les degrés de liberté
de masse minimale, et aratériser leurs interations à basse énergie en termes d'une
ation eetive, obtenue après intégration de degrés de liberté de masse supérieure.
Cette ation eetive peut être développée en puissane des moments ou dérivées, et
l'on ne retient d'ordinaire que les termes inétiques à deux dérivées au plus. Dans les
théories supersymétriques, eux-i peuvent être aratérisés par le superpotentiel W ,
fontion holomorphe des omposantes salaires zi des multiplets hiraux, le potentiel
de Kähler K, fontion réelle des mêmes hamps, et la matrie des ouplages de jauge
τij et θij L'ation à deux dérivées des hamps bosoniques s'érit alors
S =
∫
d4x
(
|W (z)|2 + ∂
2K
∂zi∂zj¯
DziDzj¯ − 1
4g2ij
F (i) ∧ ∗F (j) + θijF (i) ∧ F (j)
)
(2.12)
où nous n'avons retenu que les termes purement bosoniques, susants pour déterminer
l'ation omplète par supersymétrie. Une formulation plus géométrique dénirait les
hamps zi omme appliation de l'espae-temps dans une variété kählerienne M, et
le superpotentiel, dont la phase est sans signiation, omme setion holomorphe d'un
bré en ligne sur ette variété.
2.2.2 Supersymétrie N = 2, géométries spéiales et hyperkäh-
leriennes
En présene de supersymétrie étendue N = 2, la struture de l'ation eetive de-
vient plus ontrainte. Les multiplets de l'algèbre de supersymétrie N = 1 se ombinent
pour former des multiplets de l'algèbre N = 2 :
 un multiplet hiral et un multiplet vetoriel N = 1 forment un multiplet vetoriel
N=2, orrespondant à un salaire omplexe z, deux fermions de Weyl‡8 et un
boson veteur ;
‡8
Les propriétés de hiralité (Weyl) et réalité (Majorana) des représentations spinorielles sont dis-
utées en détail dans la référene [KT83℄.
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 deux multiplets hiraux N=1 forment un hypermultiplet N=2, orrespondant à
deux salaires omplexes Q et Q˜ et deux fermions de Weyl.
La variété kählerienneM se sépare alors, au moins loalement, en un produitMV⊗MH
d'une variété de géométrie spéialeM , de dimension 2NV paramétrée par les salaires
des NV multiplets vetoriels, et d'une variété hyperkählerienneMH , de dimension 4NH
orrespondant aux NH hypermultiplets. Le potentiel de Kähler s'érit don omme une
somme de deux termes dépendant de haque fateur séparément, et les ouplages et
angles de jauge ne dépendent que des salaires des multiplets vetoriels. Les trans-
formations de jauge orrespondant aux interations életro-magnétiques sont dénies
par les isométries ommunes aux deux variétés, et leur jaugement introduit le seul
ouplage entre les deux fateurs sous la forme d'un superpotentiel non-trivial (et bien
entendu, de dérivées ovariantes)
‡9
. En partiulier, les hypermultiplets neutres et les
multiplets vetoriels sont déouplés en l'absene de la gravitation. Ce point sera à la
base d'arguments de non renormalisation dans la suite de l'exposé.
Du té des multiplets vetoriels, potentiel de Kähler, ouplages et angles de jauge se
trouvent uniés en terme d'une setion holomorphe (aD;i(z), a
i(z)) d'un bré vetoriel
de groupe sympletique Sp(NV ,Z) sur la variété MV selon
K = aD,iai − aD,iai , τij = θij
2π
+ i
4π
g2ij
=
∂aD;i
∂aj
(2.13)
Cette desription inorpore préisément les transformations de dualité életrique-ma-
gnétique orrespondant aux rotations sympletiques Sp(NV ,Z) sur le veteur à 2NV
omposantes (Fi, ∗F i), généralisant les transformations de dualité Sl(2,Z) = Sp(1,Z)
au as NV ≥ 1. Sous ette rotation, la setion holomorphe se transforme omme un
veteur, laissant le potentiel de Kähler invariant. La matrie des ouplages de jauge τij
se transforme également en aord ave la dualité életrique-magnétique. Lorsqu'elles
sont indépendantes, on peut hoisir les quantités ai elles-mêmes omme oordonnées z
sur la variété de géométrie spéiale
‡10
. Les fontions aD;i peuvent alors être obtenues
en termes d'une fontion holomorphe F(ai) dite prépotentiel , selon aD;i = ∂F/∂ai. Ce
hoix obsurit ependant le rle des transformations de dualité.
La variété hyperkählerienne dénissant les interations des hypermultiplets est elle
aussi très ontrainte. Elle ne possède malheureusement pas une aratérisation aussi
‡9
La référene [A
+
96℄ ore une desription générale des ouplages de la supergravité et supersymétrie
N = 2.
‡10
On se prive ainsi de as fort intéressants où la supersymétrie globaleN = 2 se trouve spontanément
brisée en N = 1 [APT96℄.
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expliite que la variété de géométrie spéiale, la raison profonde en étant l'absene de
desription en termes de superhamps hors de la ouhe de masse des hypermultiplets
‡11
. Par dénition, es variétés admettent trois strutures omplexes ovariantement
onstantes réalisant l'algèbre des unités des quaternions
‡12
. Le hoix d'une struture
omplexe partiulière équivaut au hoix d'une sous-algèbre N = 1 dans l'algèbre de
supersymétrie N = 2. La forme de Kähler ovariantement onstante assoiée en fait
une variété sympletique holomorphe dont le groupe d'holonomie est au plus ompris
dans Sp(NH) ⊂ SO(4, N). En partiulier, la ourbure de Rii est nulle, et es variétés
(en dimension 4) dénissent ainsi des instantons gravitationnels. Elles interviennent
également omme espae des modules des monoples et instantons, et les onstrutions
de ADHM [ADHM78℄ et de Kronheimer-Nakajima [Kro89, Nak94℄ en donnent des
réalisations expliites, loin ependant d'en épuiser la variété. L'étude de leur réalisation
omme espae des modules de théories de jauge N = 2 renormalisables fait l'objet de
la publiation en appendie A.
Cette aratérisation des ations à l'ordre de deux dérivées vaut aussi bien pour
l'ation mirosopique dénissant la théorie que pour l'ation eetive en donnant la
limite à grande distane. Dans le premier as, on se restreint à une ation miro-
sopique renormalisable, e qui implique que les variétés des multiplets vetoriels et
des hypermultiplets sont triviales. Les transformations de jauge agissent alors par des
représentations linéaires sur les divers multiplets. En partiulier, les multiplets ve-
toriels se transforment dans la représentation adjointe, tandis que les deux salaires
omplexes des hypermultiplets se transforment dans deux représentations onjuguées,
soit au total une représentation réelle. Cette absene de hiralité est en fait la prini-
pale limitation des théories de jauge de supersymétrie N ≥ 2. Le seond as est bien
plus intéressant, puisqu'il dérit la dynamique à basse énergie, une fois que l'eet des
modes massifs a été intégré.
‡11
Il existe bien une desription en termes de super-espae harmonique , mais elle introduit une
innité de hamps auxiliaires qui ne peuvent en général être éliminés [GIK
+
84℄. Il existe également
une lasse de variétés hyperkähleriennes dites spéiales [CFG89℄, orrespondant aux brés otangents
des variétés de géométrie spéiale, qui joue un rle partiulier en théorie des ordes, mais leur étude
n'a pas été développée à sa pleine mesure.
‡12
On trouvera en appendie A une desription plus omplète des variétés hyperkähleriennes.
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2.2.3 Phase de Coulomb, phase de Higgs, et assoiées
Le omportement à grande distane des théories de hamps montre en général une
variété de phases distinguées par des paramètres d'ordre orrespondant aux valeurs
moyennes de ertains opérateurs. Dans le as des théories de jauge N = 2 asymp-
totiquement libre, es paramètres d'ordre orrespondent aux valeurs moyennes des
hamps salaires des multiplets vetoriels et des hypermultiplets, autorisées par les
diretions plates du potentiel salaire
‡13
, et es phases orrespondent à des branhes
distintes de l'espae des modules. Les valeurs moyennes des salaires des multiplets
vetoriels brisent génériquement la symétrie de jauge en un sous-groupe abélien de
même rang (le tore de Cartan) et orrespondent à la phase de Coulomb. Les valeurs
moyennes des hypermultiplets dans la représentation fondamentale peuvent en revanhe
briser le groupe de jauge omplètement, résultant en la phase dite de Higgs. Dans le
as d'une théorie de jauge SU(2) ave Nf doublets d'hypermultiplets, es deux phases
sont exlusives l'une de l'autre, et se onnetent lassiquement en un point où tous les
salaires s'annulent et la symétrie de jauge est restaurée. Dans des as plus généraux, on
peut avoir des branhes mixtes où hypers et veteurs ondensent, et des restaurations
de symétries partielles sur des sous-variétés de l'espae des modules .
Cette struture de l'espae des modules est basée sur l'analyse des diretions plates
du potentiel salaire mirosopique, et peut fort bien être modiée par les orretions
quantiques. L'absene de superpotentiel sur la variété de géométrie spéiale garantit que
les diretions plates de la phase de Coulomb ne seront pas levées, mais leur géométrie
a toutes les raisons d'être modiée, omme le montre le alul expliite de Seiberg et
Witten [SW94a, SW94b℄. Nous en donnons ii une présentation sommaire, renvoyant
aux ours et artiles de revue [Ler97, AGH97℄ pour plus de détails.
2.2.4 Géométrie de la phase de Coulomb
La phase de Coulomb apparaît dans le as le plus simple d'une théorie de jauge
SU(2) sans hypermultiplets. Le potentiel montre des diretions plates orrespondant
à la valeur moyenne omplexe a du triplet de Higgs φ = aσ3, brisant la symétrie de
jauge en un sous-groupe abélien U(1). L'espae des modules lassique orrespond don
au plan omplexe C quotienté par la symétrie Z2 : a→ −a orrespondant à une trans-
formation de jauge résiduelle, et paramétré de manière univoque par u = a2/2. La
‡13
Des valeurs moyennes orrespondant à des minima loaux du potentiel eetif orrespondraient à
des vides non supersymétriques.
2.2 Dualité dans les théories de jauge de supersymétrie N=2 47
singularité onique à l'origine orrespond à la restauration lassique de la symétrie de
jauge lorsque a = 0 . D'une manière générale, on attend que haque singularité orre-
sponde à la divergene infrarouge assoiée à l'apparition d'un état de masse nulle. Cette
image de l'espae des modules est ertainement orrete pour |u| grand, ar u a la di-
mension d'une énergie arrée, mesurée par rapport à l'éhelle d'énergie dynamiquement
générée (
Λ
µ
)β0
= e
− 8pi2
g2(µ) , (2.14)
où β0 = 4 est le oeient de la fontion beta à une boule ; e régime orrespond
aux petites distanes pour lesquelles la théorie est asymptotiquement libre. La setion
sympletique (aD, a) y est donnée par un alul perturbatif, à une boule en raison
d'un théorème de non renormalisation perturbative :
aD(u) ∼ i
π
√
2u log(u) , a(u) ∼
√
2u (2.15)
et présente une monodromie non triviale sous les rotations u→ e2iπu :(
aD
a
)
→
(
−1 2
0 −1
)(
aD
a
)
(2.16)
Par ompaité de l'espae des modules, ette monodromie doit être égale au produit
des monodromies autour des singularités apparaissant à |u| ni, soit en région de fort
ouplage. La monodromie assoiée à l'apparition de d partiules de harges (e,m) et
de masse nulle peut être alulée dans une desription duale où sa harge est purement
életrique, et s'érit (
1− 2d em 2d e2
−2d m2 1 + 2d em
)
∈ Sl(2,Z) . (2.17)
Le problème de la fatorisation de la monodromie à l'inni (2.16) en un produit de
monodromies (2.17) pour des valeurs (ei, mi) des harges életriques est bien déni,
et admet une unique solution sous la forme de deux singularités de harges (0, 1) et
(1, 1) orrespondant respetivement à un monople magnétique et un dyon devenant
de masse nulle en es deux points. La singularité lassique de l'espae des modules est
ainsi résolue en deux points distints, u = ±Λ2, où la théorie admet une desription
duale faiblement ouplée. L'espae des modules quantique MQ orrespond don à la
sphère de Riemann privée de es deux points et du point à l'inni, et il ne reste plus qu'à
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B1
A1 A2 A
B2 Bn
n
Fig. 2.1: Base sympletique (Ai, Bi) des yles d'une surfae de Riemann de genre n.
trouver une setion holomorphe (a, aD) sur MQ possédant les monodromies requises
au voisinage des trois singularités.
Ce problème peut être rattahé à l'étude des surfaes de Riemann en remarquant
que le ouplage de jauge τ peut être vu omme le paramètre modulaire d'un tore
auxiliaire assoié à haque point de l'espae des modules. Plus généralement, pour un
groupe de rang NV spontanément brisé en U(1)
NV
, les omposantes (ai,D;i ) peuvent
être interprétées omme les périodes (
∮
Ai
λSW,
∮
Bi
λSW) d'une ertaine forme méromor-
phe λSW sur les yles Ai, Bi d'une surfae de Riemann de genre NV et de matrie de
périodes τij (gure 2.1)
‡14
. Les monodromies sympletiques Sp(NV ,Z) sur les périodes
orrespondent alors simplement aux monodromies aetant la base sympletique des
yles d'homologie Ai, Bi lorsque les modules de la surfae de Riemann sont variés.
Les périodes peuvent alors être déterminées en résolvant les équations de Piard-Fuhs
ave les onditions asymptotiques appropriées. On peut ainsi obtenir une solution en
termes de fontions hypergéométriques pour la setion (aD, a)(u), et remonter ainsi au
prépotentiel exat F(a). Le développement à faible ouplage
F(a) = i
π
a2 ln(a/Λ) + a2
∞∑
n=1
cn
(
Λ
a
)4n
. (2.18)
montre alors une série d'eets non perturbatifs d'ordre
Λ4n = µ4ne
− 8pi2n
g2(µ)
(2.19)
que l'on peut identier aux ontributions à n instantons. Un alul expliite permet du
reste de vérier les premiers termes de ette série. La même méthode permet d'obtenir
l'ation eetive de basse énergie pour des théories de jauge N = 2 asymptotiquement
libres de groupe de jauge quelonque, en présene d'hypermultiplets hargés. Nous
‡14
La matrie des périodes τij détermine la struture omplexe de la surfae de Riemann, et orre-
spond aux périodes
∮
Ai
ωj de la 1-forme holomorphe duale au yle Bj , voir par example [DP88℄.
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reviendrons sur l'étude de séries d'instantons analogues à l'équation (2.18), mais ette
fois dans le ontexte de la théorie des superordes au hapitre 4.
La solution de Seiberg et Witten onstitue un tour de fore unanimement salué, et
donne le premier exemple non-trivial de alul exat à toute valeur du ouplage. De
nombreux enseignements ont pu en être tirés pour la ompréhension des phénomènes
de onnement, brisure de symétrie hirale et ondensation de monoples. Dans sa
version twistée, elle a également permis une avanée majeure dans la lassiation
des variétés diérentielles de dimension 4, grâe au alul des invariants topologiques
de Seiberg et Witten.
2.2.5 Géométrie de la phase de Higgs
Contrairement à la branhe de Coulomb, la géométrie de la branhe de Higgs est
protégée de toute orretion quantique. Le ouplage de jauge g, ou de manière équiva-
lente l'éhelle Λ, peut en eet être assimilé à la valeur moyenne dans le vide du hamp
salaire d'un multiplet vetoriel gelé
‡15
. Le déouplage des multiplets vetoriels et des
hypermultiplets garantit alors l'indépendane de la métrique sur l'espae des modules
des hypermultiplets en la onstante de ouplage. Cei n'est ependant plus le as en
théorie des superordes de type II supersymétriques N = 2, où la onstante de ouplage
des ordes est un hypermultiplet dont peut don dépendre la métrique de l'espae des
hypermultiplets
‡16
. Cette remarque est à l'origine de notre intérêt pour e sujet, bien
qu'elle n'est pas été approfondie dans le adre de e travail de thèse. L'absene de or-
retions quantiques, pour déevante qu'elle soit, ne diminue pour autant pas l'intérêt
de l'étude de la phase de Higgs dans les théories de jauge N = 2. Elle permet en eet de
donner des vériations non triviales des onjetures de dualité életrique-magnétique,
omme nous l'avons montré en ollaboration ave Ignatios Antoniadis dans la publia-
tion en appendie A. Nous en donnons maintenant une présentation sommaire.
Comme dans le as de la branhe de Coulomb lassique, la struture de la branhe
de Higgs s'obtient en déterminant les diretions plates du potentiel salaire, mais pour
une valeur moyenne nulle des salaires des multiplets vetoriels, et en identiant les
‡15
tout omme la masse des hypermultiplets peut s'interpréter omme la valeur moyenne d'un mul-
tiplet vetoriel gelé orrespondant au jaugement de la symétrie de saveur.
‡16
L'espae des modules des hypermultiplets en théorie des ordes est une variété quaternionique et
non plus hyperkählerienne. Il est ependant possible de dénir une limite plate dans laquelle les
eets gravitationnels disparaissent, et les orretions de théories des ordes subsistent.
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solutions reliées par la symétrie de jauge résiduelle. Le potentiel salaire est généré
par le jaugement des isométries de la variété hyperkählerienne ; dans le langage de la
supersymétrie N = 1, il est la somme des F-termes des multiplets hiraux, égaux aux
dérivées du superpotentiel, et des D-termes des multiplets vetoriels :
V =
∑
I
∣∣∣∣∂W∂QI
∣∣∣∣2 +∑
i
D2i (2.20)
où la première somme est eetuée sur tous les hamps hiraux et la seonde sur les
générateurs i du groupe de jauge. Dans le as d'une théorie N = 2 minimalement
ouplée, le superpotentiel et les D-termes s'érivent en fontion des salaires omplexes
z et (Q, Q˜) des multiplets vetoriels et hypermultiplets respetivement selon
W = ziQTiQ˜ (2.21a)
Di = QTiQ
† − Q˜TiQ˜† + zTiz† , (2.21b)
où Ti est la matrie hermitienne assoiée au générateur i. Les vides supersymétriques
sont don obtenus pour des valeurs des hamps salaires extrémisant le superpotentiel
et annulant le D-terme. En partiulier, pour zi = 0, on est ramené à NV équations
algébriques omplexes et NV équations réelles :
QTiQ˜ = 0 (2.22a)
QTiQ
† − Q˜TiQ˜† = 0 (2.22b)
Ces trois équations réelles se transforment omme un triplet sous la symétrie SU(2)R
agissant sur les strutures omplexes de la variété hyperkählerienne, et orrespondent
à l'annulation des trois appliations moment orrespondant à l'ation du groupe d'i-
sométrie sur la variété. Après avoir quotienté l'espae des solutions de es équations par
l'ation du groupe de jauge, on obtient une variété de dimension 4NH−3NV −NV dont
on peut montrer qu'elle est enore hyperkählerienne. Cette onstrution est onnue
sous le nom de quotient hyperkählérien et généralise les notions de quotients symple-
tique et kählérien bien onnues en mathématiques. La variété quotient dérit alors les
interations des hypermultiplets subsistant à basse énergie après le méanisme de Higgs.
Elle devient singulière lorsque l'ation du groupe de jauge sur l'espae des solutions aux
équations (2.22a) n'est plus libre, 'est-à-dire lorsque la symétrie non abélienne n'est
pas totalement brisée, en aord ave l'idée que les singularités de l'ation eetive de
basse énergie oïnident ave les points où des partiules de masse nulle apparaissent.
2.3 Symétries ahées des théories de supergravité 51
Notons nalement que ette onstrution peut être déformée en introduisant des ter-
mes de Fayet-Iliopoulos dans l'ation mirosopique, dont l'eet est de remplaer le
seond membre des équations (2.22a) par une onstante non nulle pour les générateurs
abéliens du groupe de jauge. La déformation résultante de l'espae des solutions en
général restaure une ation libre du groupe de jauge, et résout ainsi les singularités de
l'espae quotient.
Dans le travail annexé en appendie A, nous avons étudié es espaes quotients dans
une variété de situations, que nous avons omparés à la lumière des dualités életrique-
magnétique. Les branhes de Higgs orrespondant à la théorie mirosopique SU(2)
ave Nf saveurs à faible ouplage se sont ainsi révélées oïnider ave les branhes
de Higgs émanant des diérentes singularités à fort ouplage dérites par des théories
abéliennes en présene d'hypermultiplets hargés de masse nulle. Nous avons également
déouvert l'égalité de la branhe de Higgs d'une théorie U(Nc) ave Nf saveurs d'hyper-
multiplets dans la représentation fondamentale, ave la branhe de Higgs d'une théorie
de groupe de jauge U(Nf − Nc) et autant de saveurs. Cette identiation rappelle la
dualité onjeturée par Seiberg dans le ontexte des théories de jauge de supersymétrie
N = 1 entre es mêmes théories, mais s'en distingue par la présene du multiplet hi-
ral adjoint aratéristique de la supersymétrie N = 2. Elle a par la suite trouvé une
justiation dans le adre de la théorie des D-branes.
2.3 Symétries ahées des théories de supergravité
La résolution par Seiberg et Witten des théories de jauge de supersymétrie N =
2 a onsidérablement modié notre ompréhension des théories des hamps super-
symétriques, en montrant omment l'information dans diérentes limites perturbatives
de l'espae des modules pouvait être ombinée ave les impératifs de la supersymétrie
grâe aux transformations de dualité pour restituer la struture exate globale de la
théorie de basse énergie. L'impat qu'elle a eu en théorie des superordes ne s'expli-
querait ependant pas sans le faiseau d'indiations issu des théories de supergravité,
qui représentent les théories de superordes dans la limite de basse énergie. Ces théories
révèlent, tout au moins au niveau de leur ation lassique, l'existene de symétries
ahées de dualité reliant des régions de l'espae des modules faiblement ouplées à des
régions de fort ouplage, bien que le terme de dualité életrique-magnétique ne soit plus
adéquat dans e as. Ces théories n'existent au niveau quantique que par la théorie des
superordes qui les régularise et les prolonge à toute énergie. Leurs symétries ahées
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ne seront don que le premier indie de la dualité des théories des superordes que nous
aborderons au hapitre suivant.
2.3.1 Supersymétrie loale, gravitation et uniation
L'inlination naturelle du physiien ontemporain le porte à jauger toute nouvelle
symétrie interne qui lui éhoit. La supersymétrie globale ne fait pas exeption, mais
son jaugement est loin d'être anodin : le ommutateur de deux transformations de su-
persymétrie générant une translation, toute théorie invariante sous les transformations
loales de supersymétrie sera en partiulier invariante sous le groupe des diéomor-
phismes, et inluera don le graviton de spin 2, ave son partenaire supersymétrique,
le gravitino de spin 3/2. Cette ompliation ahe en réalité une aubaine, puisqu'elle
laisse espérer un meilleur omportement ultraviolet dans une théorie de la gravitation
réputée non renormalisable. Qui plus est, en présene de supersymétrie étendue N ≥ 2,
on unie gravitation et interations de jauge en un multiplet supersymétrique gravita-
tionnel ontenant simultanément le graviton, les N gravitini, et N(N − 1)/2 partiules
de spin 1 dits graviphotons. L'absene de partiules non massives de spin supérieur
à 2 impose une borne supérieure N ≤ 8 sur le nombre de supersymétries autorisées.
L'uniation maximale est réalisée dans la théorie de supergravité maximalement super-
symétrique, qui n'autorise que le seul multiplet gravitationnel ontenant tous les spins
de 0 à 2. Elle n'éhappe malheureusement pas à l'absene de hiralité aratéristique
des théories à supersymétrie étendue.
D'abord développées omme théories de hamps à quatre dimensions, les théories
de supergravité ont onnu un regain d'intérêt en relation ave le développement des
théories des superordes, qu'elles dérivent à basse énergie. Les théories de supergravité
en dimension dix ont ainsi pu être lassiées, en parallèle ave la lassiation des
superordes ritiques en dimension dix. La supergravité N = 1 à onze dimensions est
restée à l'éart de e shéma avant d'être inorporée dans les développements les plus
réents.
2.3.2 Supergravité de type I à dix dimensions
Les harges Qα de la supersymétrie N = 1 à 9+1 dimensions se répartissent en un
spineur de Majorana-Weyl de 16 omposantes, orrespondant à N = 4 harges super-
symétriques dans le déompte en 3+1 dimensions. Cei orrespond à la supersymétrie
maximale, et don la dimension maximale également, d'une théorie de jauge à super-
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symétrie globale. Les NV multiplets vetoriels, ontenant haun un hamp de jauge
et un fermion de Majorana-Weyl de hiralité droite, peuvent être ouplés au multi-
plet gravitationnel N = 1, ontenant le graviton, le gravitino de hiralité gauhe, un
tenseur antisymétrique de jauge
‡17 Bµν , un spineur droit et un salaire φ dit dilaton,
pour donner la théorie de supergravité dite de type I. Cet ensemble de hamps orre-
spond préisément aux modes de masse nulle des théories de superordes de type I et
hétérotiques, dont la valeur moyenne du dilaton représente la onstante de ouplage.
La hiralité de e ontenu en hamps entraîne l'existene d'anomalies gravitationnelles
et de jauge, par exemple visibles dans les diagrammes en hexagone, qui ne peuvent être
ompensées que pour les groupes de jauge SO(32) et E8 × E8. La théorie des ordes
de type I fournit une réalisation de la première possibilité, où la symétrie de jauge
est réalisée grâe aux harges de Chan-Paton portées par les extrémités de la orde
ouverte
‡18
. La déouverte du méanisme de ompensation d'anomalies en supergravité
de type I par Green et Shwarz [GS84℄ a relané la reherhe d'une théorie des ordes
de symétrie E8 × E8 et a onduit à la déouverte des ordes hétérotiques E8 × E8 et
SO(32) [GHMR85℄. L'uniité de la théorie de supergravité N = 1 à dix dimensions
sera un élément important en faveur de la dualité hétérotique-type I dont nous dirons
un mot au hapitre suivant.
2.3.3 Supergravité de type IIB
La dénition d'une théorie de supergravité N = 2 à dix dimensions requiert le
hoix de la hiralité relative des deux harges spinorielles de Majorana-Weyl dénis-
sant l'algèbre de supersymétrie. Le hoix de deux spineurs de hiralité opposée onduit
à une théorie non hirale, dite de type IIA, que nous détaillerons au paragraphe suiv-
ant. Dans le as de deux spineurs de même hiralité, on obtient la supergravité hirale
N = 2 de type IIB, dont le multiplet gravitationnel ontient, en plus du graviton et
des deux gravitini, deux tenseurs antisymétriques de jauge Bµν et Bµν , deux spineurs
de même hiralité, un salaire omplexe τ , ainsi qu'un tenseur antisymétrique de jauge
à quatre indies Dµνρσ à ourbure ourbure auto-duale dD = ∗dD ; les anomalies grav-
‡17
On entend par tenseur antisymétrique de jauge, une forme diérentielle C de rang n dont la
dynamique présente l'invariane de jauge C → C + dΛ, où Λ est toute forme diérentielle de rang
n− 1. En d'autres termes, C est un élément du groupe de ohomologie Hn de l'espae-temps.
‡18
La restrition au groupe de jauge SO(32) peut également être omprise omme la ondition de
ompensation des diagrammes de tadpole.
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itationnelles sont préisément ompensées pour e multiplet [AGW84℄, qui est le seul
multiplet de spin inférieur ou égal à deux autorisé par la supersymétrie maximale à
32 superharges. Ce ontenu en hamps orrespond au spetre de masse nulle de la
théorie des superordes de type IIB. En partiulier, la partie réelle du salaire omplexe
τ = a + ie−φ, la deux-forme Bµν et la quatre-forme Dµνρσ proviennent du seteur de
Ramond de la orde de type IIB
‡19
, tandis que la partie imaginaire de τ est identiée
ave 1/g, l'inverse de la onstante de ouplage de la théorie des ordes. La supergravité
de type IIB se révèle être invariante sous le groupe de symétrie ontinue Sl(2,R),
agissant sur les hamps bosoniques selon
τ → aτ + b
cτ + d
,
(
B
B
)
→
(
a b
c d
)(
B
B
)
, a, b, c, d ∈ R , ad− bc = 1 , (2.23)
et laissant invariants la métrique et le tenseur antisymétrique à quatre indies[Sh83℄.
Cette symétrie ontinue lassique ne saurait ependant survivre quantiquement en rai-
son de la quantiation de Dira de la harge assoiée aux hamps de jauges B et B. Il
peut ependant en subsister un sous-groupe disret Sl(2,Z), ontenant en partiulier
l'inversion τ → −1/τ reliant le régime de faible ouplage τ2 → ∞ au régime de fort
ouplage τ2 → 0 [HT95℄. Cette symétrie jouera un rle important dans la onjeture
de dualité des superordes, et entral dans les développements dans lesquels j'ai été
impliqué.
2.3.4 Supergravité de type IIA et supergravité à onze dimen-
sions
L'autre option onsiste à hoisir deux spineurs de hiralité opposée pour dénir une
algèbre de supersymétrie N = 2 dite de type IIA. Le multiplet gravitationnel onsiste
alors, en sus du graviton et de deux gravitini de hiralité opposée, de tenseurs de jauge
Aµ, Bµν , Cµνρ, de deux spineurs de Weyl-Majorana et d'un salaire réel orrespondant
au dilaton. Les hamps de jauge A et C orrespondent au seteur de Ramond de la
superorde de type IIA. Contrairement à la supergravité de type IIB, la supergravité
de type IIA ne présente pas de symétrie reliant fort et faible ouplage. En revanhe, son
ontenu en hamps est identique à elui de la rédution dimensionnelle à la Kaluza-
Klein d'une théorie de supergravité à onze dimensions ontenant, en plus du graviton
‡19
Les notions de seteur de Ramond et de seteur de Neveu-Shwarz seront introduites dans le
hapitre 3, setion 3.2.1. Nous noterons les hamps de Ramond ave des lettres rondes, pour les
distinguer des hamps de Neveu-Shwarz en lettres droites.
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gMN et d'un gravitino de Majorana ψ
M
, une trois-forme de jauge CMNP . L'ation de
ette théorie a été onstruite par Cremmer, Julia et Sherk [CJS78℄, et s'érit, en ne
retenant que les termes bosoniques,
S =
∫
1
2l911
(
d11x
√−gR− 1
2 · 4!dC ∧ ∗dC
)
+
∫ √
2
27 · 33C ∧ dC ∧ dC . (2.24)
La normalisation relative des termes inétiques et du terme de Wess-Zumino C∧dC∧dC
est xée par l'algèbre de supersymétrie. La rédution dimensionelle de Kaluza-Klein
onsiste à ompatier la théorie sur un erle de rayon R11 et à omettre la dépendane
des hamps sur la dimension interne (voir par exemple [SS82℄). Cette proédure est
valable aux énergies inférieures à 1/R11, pour laquelle les états de moment interne
p = N/R11 peuvent être ignorés. La métrique à onze dimensions gMN se réduit ainsi en
une métrique à dix dimensions gµν , un rayon R11 utuant dans l'espae non ompat
et un hamp de jauge Aµ, selon l'ansatz
ds2 = R211(dy −Aµdxµ)2 + gµνdxµdxν . (2.25)
Le tenseur de jauge en onze dimensions CMNP donne quant à lui après rédution di-
mensionelle une trois-forme Cµνρ et une deux-forme Bµν = Cµν11. Dans le référentiel
d'Einstein, 'est-à-dire après dilatation de Weyl g → g(R11/l11)−1/4 an de déoupler
le rayon R11 de l'ation d'Einstein-Hilbert, l'ation de la supergravité à onze dimen-
sions réduite à dix dimensions s'érit alors
S =
∫
1
2α′4
(
d10x
√−gR + 1
2
dφ ∧ ∗dφ− 1
4
e2φF ∧ ∗F − 1
48
e−φH ∧ ∗H
)
+
∫ √
2
27
B ∧ dC ∧ dC , (2.26)
où on a identié le dilaton φ au rayon R11 selon R11/l11 = e
2φ/3
. Cette ation reproduit
préisément l'ation de la supergravité de type IIA ; les impliations de ette oïni-
dene ne seront pleinement réalisées que dans le adre de la théorie des superordes de
type IIA, qui donne une dénition mirosopique d'une théorie des hamps autrement
non renormalisable.
2.3.5 Compatiation toroïdale et U-dualité
Nous avons jusqu'à présent dérit les théories de supergravité en dimension 10,
dimension ritique des théories de superordes. Ces théories inorporent ependant la
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gravité, et la géométrie
‡20
de l'espae-temps qu'elles hoisissent est en prinipe une
question déterminée par la dynamique quantique. En raison de leur supersymétrie
ependant, le potentiel eetif dans l'espae des géométries présente des diretions
plates, et on est libre de onsidérer la théorie au voisinage d'un point quelonque de es
géométries, en partiulier en un point où l'espae-temps se déompose en une variété
plate non ompate orrespondant à l'espae-temps ambiant, et une variété ompate
de dimension d et de rayon très petit devant l'éhelle d'observation. Les utuations
de la géométrie le long des diretions plates au voisinage du vide hoisi orrespondent
à des hamps salaires de masse nulle dits hamps de modules. La supersymétrie est
en général brisée par la ompatiation. La raison en est que les générateurs de la
supersymétrie orrespondent aux ongurations ovariantement onstantes du spineur
relié au gravitino par supersymétrie, lesquelles disparaissent pour des variétés de our-
bure quelonque, 'est-à-dire de groupe d'holonomie SO(d,R). Pour des variétés à
holonomie restreinte ependant, il existe des ongurations de spineur invariantes par
transport parallèle, et don une algèbre de supersymétrie éventuellement étendue. Les
isométries de la variété de ompatiation apparaissent omme des symétries de jauge
dans la théorie réduite, ainsi que nous l'avons vu dans l'exemple de ompatiation
sur un erle du paragraphe préédent, et le groupe des diéomorphismes de la variété
interne peut également donner lieu à des symétries globales dans la théorie réduite. Le
as le plus simple est elui d'une variété ompate plate, 'est-à-dire d'un tore T d, pour
lequel toutes les supersymétries sont onservées
‡21
. Les d isométries de translation
donnent lieu à une invariane de jauge U(1)d, éventuellement étendue à une symétrie
non abélienne pour ertaines valeurs des modules du tore, tandis que le groupe des dif-
féomorphismes du tore donne lieu à une symétrie globale Sl(d,R), dont un sous-groupe
SO(d,R) agit trivialement.
Si l'intérêt phénoménologique de la ompatiation est évident, son intérêt théorique
demande peut-être plus de justiation. On pourrait en eet argumenter que la om-
‡20
Le terme géométrie inlut ii non seulement la valeur moyenne de la métrique gµν , mais aussi de
tous les autres hamps, salaires, de jauge et fermioniques inlus.
‡21
En dimension paire, le groupe d'holonomie peut être réduit de SO(d) à SU(d/2), orrespondant
aux variétés kähleriennes à ourbure de Rii nulle, dites variétés de Calabi-Yau, et il existe alors
un spineur neutre sous SU(d/2) et don ovariantement onstant. En dimension multiple de 4, on
peut enore réduire le groupe d'holonomie à Sp(d/4), orrespondant aux variétés hyperkähleriennes
que nous avons déjà disutées. On peut également ompatier sur une sphère Sd sans briser auune
supersymétrie, à ondition de hoisir un espae anti-de Sitter pour les dimensions non ompates
[FR80, Sh83, MJDP98℄
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patiation d'une théorie des hamps ne fait que quantier l'impulsion des parti-
ules, entraînant l'existene de tours d'états de Kaluza-Klein, et ne fait qu'ajouter au
problème une ompliation inutile. Cette vue oublie ependant de prendre en ompte
l'existene possible d'états étendus dans la théorie non ompatiée, qui peuvent être
stabilisés grâe à l'existene de yles d'homologie non triviaux de l'espae ompat.
Il se peut également qu'une symétrie ahée dans la théorie non ompatiée se
ombine ave les symétries inhérentes à la ompatiation en un groupe plus grand
de symétries tout à fait visibles. C'est préisément le as des ompatiations toroï-
dales des théories de supergravité à supersymétrie maximale, ainsi que l'ont reonnu
Cremmer et Julia [CJ79℄.
Ainsi, la ompatiation de la théorie de type IIA sur un tore T d montre une
extension de la symétrie Sl(d,R) évidente, en un groupe de symétrie ahé Sl(d+1,R)
mélangeant les modules de T d ave le dilaton et les lignes de Wilson du hamp de jauge
de Ramond A. Cette symétrie n'est autre que la manifestation de la liation entre la
théorie de supergravité de type IIA et la supergravité à onze dimensions disutée au
paragraphe préédent. Par ailleurs, la ompatiation de la théorie de type IIA sur
un erle de rayon RA (et a fortiori sur un tore T
d
, d > 1) et de ouplage eφA, se
révèle stritement équivalente à la ompatiation de la supergravité de type IIB de
ouplage eφB = eφA/RA sur un erle de rayon RB = α
′/RA, moyennant l'identiation
du salaire de Ramond a de type IIB ave la ligne de Wilson A sur le erle du hamp
de jauge Aµ de la théorie de type IIA. Cette propriété n'est quant à elle que le reet à
basse énergie de la T-dualité des théories des ordes perturbatives, que nous disuterons
au hapitre suivant. En utilisant ette équivalene, la dualité Sl(2,Z) de la théorie des
superordes de type IIB, après ompatiation sur un erle et T-dualité, n'est autre
que la symétrie géométrique Sl(2,Z) de la supergravité à onze dimensions ompatiée
sur un tore T 2.
Cette struture ne fait que s'étendre pour des ompatiations sur des tores de
dimension d ≥ 2. L'espae des modules ontient en eet un sous-espae homogène
Sl(d + 1,R)/SO(d + 1), orrespondant aux modules de la métrique sur le tore T d+1
dénissant la ompatiation de la supergravité à onze dimensions, mais aussi un
sous-espae SO(d, d,R)/ (SO(d)× SO(d)), d'intersetion non vide ave le préédent,
dénissant les modules de la métrique et du tenseur antisymétrique Bµν du seteur de
Neveu-Shwarz sur le tore T d. Du point de vue de la théorie des ordes, es modules
oïnident ave les paramètres de la théorie onforme de d bosons ompatiés, et sont
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identiés sous l'ation du groupe de T-dualité SO(d, d,Z) ‡22. L'espae des modules
total ontenant es deux sous-espaes s'érit enore omme un quotient Ed/Hd, où Ed
est le groupe non ompat généré par Sl(d+1,R) et SO(d, d,R), et Hd son sous-groupe
ompat maximal
‡23
. Pour d ≥ 6, les groupes Ed orrespondent à des versions non
ompates des groupes de Lie exeptionnels E6, E7 et E8, tandis que pour d ≤ 5 ils se
réduisent aux groupes lassiques
E2 = Sl(2,R) , E3 = Sl(3,R)× Sl(2,R) , E4 = Sl(5,R) , E5 = SO(5, 5,R) .
(2.27)
Le groupe Ed apparaît omme une symétrie globale de l'ation de la théorie de super-
gravité ompatiée sur T d (et non seulement de l'espae des modules), tandis que le
groupe Hd est un groupe de symétrie loale. Il n'est ependant pas assoié à des hamps
de jauge fondamentaux mais à une onnetion omposite onstruite à partir des hamps
salaires, et l'invariane de jauge peut être xée en hoisissant un réprésentant de es
salaires dans l'orbite de Hd.
L'appellation historique de symétrie ahée peut sembler à e stade déoner-
tante : nous en avons attribué une partie à l'existene de la T-dualité, et l'autre à
l'existene d'une théorie de supergravité à onze dimensions dont la théorie de type IIA
est la rédution dimensionnelle. Elle reste ependant justiée pour plusieurs raisons :
 la T-dualité est visible dans la théorie de type IIA à dix dimensions, mais n'a
à e jour pas été exhibée omme symétrie de la théorie à onze dimensions. En
d'autres termes, l'ation de la T-dualité sur les modes de Fourier d'impulsion non
nulle autour du erle de rayon R11 n'est pas onnue.
 la T-dualité est une symétrie perturbative de la théorie de ordes de type IIB,
mais e n'est pas le as de l'invariane de Lorentz à 11 dimensions. En partiulier,
l'opération qui éhange un rayon de ompatiation ave le rayon de la onzième
dimension R11 = e
2φ/3
ne préserve pas la série de perturbation en eφ.
 seul un sous groupe disret SO(d, d,Z) de la symétrie ontinue SO(d, d,R) de
l'ation eetive de basse énergie subsiste au niveau de la théorie des ordes, en
raison de la quantiation des impulsions dans l'espae ompat. Existe-t-il don
‡22
En eetuant deux T-dualités suessives, on obtient en eet une symétrie de la supergravité de
type IIA ompatiée sur T d (et non plus une dualité ave la supergravité de type IIB). L'ensemble
de es transformations forme le groupe disret SO(d, d,Z).
‡23
Cette dernière propriété est une onséquene de la positivité de la métrique sur l'espae Gd/Hd,
'est-à-dire de l'absene de fantmes dans la dynamique des salaires.
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un sous-groupe résiduel Ed(Z) du groupe de symétrie ontinue Ed, dit groupe de
U-dualité, inluant des dualités non perturbatives ?
Ces questions ne peuvent avoir un sens que si une extension non perturbative des
théories de supergravité existe. La dénition perturbative de es théories non renor-
malisables est déjà un problème en soi, auxquelles les théories des ordes, que nous
introduirons dans le hapitre suivant, fourniront la solution, en orant une régularisa-
tion nie dans l'ultraviolet. La dénition non perturbative quant à elle est partiellement
résolue par la onjeture de dualité des superordes, mais n'a pas enore été totalement
expliitée. Considérées omme théories eetives de basse énergie des théories de su-
perordes, les théories de supergravité fournissent néanmoins des indiations préieuses
sur le ontenu de ette hypothétique théorie des ordes non perturbative, en parti-
ulier grâe à l'étude de leurs solutions lassiques vers lesquelles nous nous tournons
maintenant.
2.4 Solitons de p-brane des théories de supergravité
L'étude du spetre BPS des solutions lassiques des théories de supergravité révèle
une diversité d'objets solitoniques étendus, en orrespondane ave la diversité des
hamps de jauge présents. Ave les symétries ahées dérites dans la setion préédente,
l'existene de es états sera un argument essentiel de la onjeture de dualités des
théories de superordes. Nous en donnerons une brève desription, renvoyant le leteur
aux nombreux artiles de revue pour plus de détails (par exemple, [DKL95, Duf96,
Ste96, Tow96, Tow97℄).
2.4.1 Tenseurs antisymétriques de jauge et p-branes
Avant de donner une desription expliite de es solutions lassiques, il est souhaitable
d'identier le type de ongurations solitoniques attendues. Le seteur bosonique des
théories de supergravité à dix dimensions omprend la métrique gµν , le dilaton φ et
plusieurs tenseurs antisymétriques de jauge Cn, où l'indie n désigne le rang de la
forme diérentielle. On s'intéresse en partiulier aux solitons hargés sous es tenseurs
de jauge
‡24
. En dimension 3+1, la harge életrique assoiée à un hamp de jauge Aµ
‡24
On peut également onsidérer des solutions purement gravitationnelles où le potentiel de jauge est
nul et le dilaton onstant. Exepté pour le as de l'onde gravitationnelle, la géométrie asymptotique de
es solutions n'est ependant pas minkovskienne, et on n'obtient pas ainsi de solitons de la théorie plate.
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SD-2
SD-n-1
RD-1
Mn-1
Fig. 2.2: La harge életrique sous une n-forme Cn dans un espae-temps de dimension
D est donnée par l'intégrale de la forme duale ∗Cn sur une setion SD−n−1 de la sphère
à l'inni SD−2.
est mesurée par le ux
∮
S2
∗dA du hamp életrique à travers une 2-sphère entourant la
onguration. La harge életrique est don essentiellement pontuelle, en aord ave
le fait que la dynamique d'une partiule pontuelle peut être naturellement ouplée à
la 1-forme Aµ par un ouplage
∫
A dans l'ation. La harge magnétique est dénie de
manière identique après dualité de Poinaré dA → ∗dA, soit par le ux ∮
S2
dA. Elle
est onservée en vertu de l'identité de Bianhi d(dA) = 0, tandis que la onservation
de la harge életrique requiert l'équation du mouvement dans le vide d(∗dA) = 0.
De manière analogue, on dénit la harge életrique assoiée à un tenseur de jauge de
rang n Cn dans un espae temps de dimension D omme l'intégrale
∮
SD−n−1
∗dC sur une
sphère de dimension D−n−1 à l'inni, sous-variété de la sphère SD−2 à l'inni spatial
(gure 2.2). La harge orrespondante est don portée par un objet transverse à SD−n−1
dans SD−2, soit de dimension n− 1. Le tenseur de jauge de rang n se ouple d'ailleurs
naturellement au volume d'univers d'un objet étendu de dimensionnalité n − 1 par le
ouplage
∫ Cn. Ainsi, en dimension 3+1, la harge assoiée à une deux-forme Bµν est
portée par une orde, et mesurée par le ux
∮
S1
∗dB sur un erle à l'inni transverse à
la orde. Notons que la harge ne dépend en général pas des variations innitésimales
de la setion SD−n−1 de la sphère à l'inni SD−2, mais qu'elle subit une disontinuité
lorsque ette setion intersete la orde, ou tout autre objet hargé. En partiulier,
On peut ependant obtenir des solutions de géométrie asymptotique RD−1 × S1 (en utilisant l'espae
d'Einstein self-dual de Taub-NUT, de géométrie asymptotique R3 × S1) dérivant des monoples
magnétiques de Kaluza-Klein de la théorie ompatiée sur S1 [Sor83℄, loalisés dans 4 dimensions et
don assimilables à des (D − 5)-branes.
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la harge s'annule si la orde ne s'étend pas à l'inni. La harge magnétique sous Cn
est bien entendu dénie omme la harge életrique par rapport au dual de Poinaré
CD−n−2. Cette harge est don portée par des objets étendus dans D − n − 3 dire-
tions. Les objets hargés par rapport au potentiel Cn orrespondent don à des objets
étendus sur p = n−1 dimensions internes, ommunément baptisés p-branes. La dualité
életrique-magnétique en dimension D éhange don p-branes et (D − p− 4)-branes .
Les solutions des théories de supergravité orrespondant à es objets étendus peu-
vent être obtenues en déomposant les D oordonnées de l'espae temps en p + 1
oordonnées de volume d'univers xµ et D − p − 1 oordonnées transverses ym. On
onsidère alors un ansatz
ds2 = e2A(r)ηµνdx
µdxν + e2B(r)δmndx
mdxn (2.28a)
φ = φ(r) (2.28b)
Fp+2 = dCp+1 = Volp+1 ∧ d(eC(r)) (2.28)
où la métrique et le dilaton, invariants sous les translations le long du volume d'univers,
ne dépendent que du rayon transverse r =
√
y2, et où Volp+1 désigne l'élément de
volume du volume d'univers de la p-brane. De telles solutions dérivent en réalité des
p-branes épaisses dont la taille dépend de la vitesse de déroissane de A,B,C, φ.
L'interprétation solitonique requiert également que ette déroissane soit assez rapide
pour que l'espae soit asymptotiquement plat, de sorte que de telles solutions puissent
être mises en présene à grande distane.
Avant de pouvoir déterminer les fontions A,B,C, φ de l'ansatz préédent, il est
néessaire de préiser le lagrangien que l'on onsidère. Ne s'intéressant qu'aux solutions
hargées par rapport à un seul hamp de jauge Cp+1, on peut omettre tous les autres
potentiels de jauge, et se restreindre à
S =
∫
dDx
√−g
(
R − 1
2
∂φ∂φ − 1
2n!
eaφF 2p+1
)
. (2.29)
La valeur du ouplage a au dilaton dépend du modèle onsidéré. Cette tronation
préserve l'existene d'une harge supersymétrique Q. L'invariane sous ette harge
implique l'invariane sous la moitié des supersymétries originelles.
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2.4.2 Membranes et 5-branes à onze dimensions
Les fontions A,B,C, φ peuvent maintenant être déterminées par la ondition BPS
d'invariane sous la supersymétrie Q. Nous renvoyons le leteur à l'artile de revue
[Ste96℄ pour une présentation omplète, et nous nous ontentons ii de dérire les
aratéristiques générales des solutions obtenues, tout d'abord dans le as de la super-
gravité à onze dimensions. On obtient dans e as des solutions solitoniques de 2-brane,
aussi appelées membranes, hargées életriquement sous la trois-forme C3, et des solu-
tions de 5-brane hargées magnétiquement sous C3. Ces objets inniment étendus dans
2 (resp. 5) dimensions spatiales possèdent une tension, soit une masse par unité de vol-
ume d'univers, de T2 = 1/l
3
11 (resp. T5 = 1/l
6
11), où l11 est l'unique éhelle de longueur
de la supergravité à 11 dimensions. La géométrie de la membrane interpole entre l'es-
pae asymptotiquement plat à grande distane et un espae
‡25 AdS4×S7 à l'horizon .
Elle peut être ontinuée analytiquement au-delà de l'horizon jusqu'à une singularité de
genre temps orrespondant à une deux-brane inniment ne. La 5-brane en revanhe
est régulière partout, et interpole entre l'espae asymptotiquement plat et AdS7×S4 à
l'horizon. La ontinuation au-delà de l'horizon montre que l'espae intérieur peut être
identié ave l'espae extérieur à l'horizon . Ces solutions orrespondent à des ong-
urations extrêmes de solutions de p-branes noires où l'horizon interne oïnide ave
l'horizon externe. Ce as est en eet le seul préservant la moitié des supersymétries.
En onséquene, elles saturent les inégalités de Bogomolny entre la masse par unité de
volume d'univers et les harges életriques et magnétiques sous le hamp de jauge C3 :
e sont don des états BPS annihilés par la moitié des supersymétries.
L'existene de es solutions semble peser en faveur d'une desription mirosopique
de la théorie de supergravité à onze dimensions en termes d'une théorie de superme-
mbranes. Cette espérane est malheureusement déçue par les diultés de quantier
les non-linéarités de la dynamique des supermembranes. Nous reviendrons sur ette
question dans le dernier hapitre de e mémoire.
2.4.3 Solitons des supergravités à dix dimensions
La même approhe fournit des solutions de p-branes pour toutes les théories de
supergravité en dimension 10, assoiées à haque tenseur de jauge. Dans le as de la
supergravité de type IIA, on peut de manière équivalente étudier omment elle-i
‡25
La notation AdSn désigne un espae maximalement symétrique anti-de Sitter de dimension n.
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hérite des solutions de la supergravité à onze dimensions par ompatiation sur le
erle de rayon R11. Deux types de rédution sont en général envisageables
‡26
:
 Dans le as où le volume d'univers de la p-brane ontient la diretion ompatiée,
'est-à-dire lorsque la p-brane est enroulée sur ette diretion, on peut quotienter
par l'isométrie orrespondante pour obtenir une (p−1)-brane en dimensionD−1.
Cette opération est dite rédution diagonale. La tension de la membrane réduite
est alors Tp−1 = R11Tp.
 Si au ontraire le volume d'univers de la p-brane est transverse à la dimension
ompate, la symétrie de translation est brisée et on ne peut alors plus prendre
le quotient. On peut en revanhe onsidérer un empilement ontinu de p-branes
dans la diretion ompate, de manière à restaurer la symétrie de translation. La
possibilité de superposer des ongurations identiques de p-branes est intimement
liée à l'absene d'interations statiques entre onguration BPS. On obtient ainsi
une p-brane de même tension en dimension inférieure, e qui vaut à e proessus
le nom de rédution vertiale.
La membrane de la supergravité à onze dimensions donne ainsi par rédution diagonale
une 1-brane de tension R11/l
3
11 = 1/α
′
et hargée par rapport au tenseur de jauge de
Neveu-Shwarz Cµν11 = Bµν , qui n'est autre que la orde fondamentale de la théorie de
type IIA ; et par rédution vertiale une D2-brane de tension 1/l311 = α
′−3/2/g hargée
par rapport au tenseur de jauge de Ramond C3 : nous appellons NSp-branes les p-branes
hargées sous les tenseurs de jauge de Neveu-Shwarz, et Dp-branes elles hargées sous
les hamps de Ramond, pour des raisons qui apparaîtront dans la setion 3.3.3.
De même, la 5-brane de la supergravité à onze dimensions hargée magnétique-
ment sous C3 donne par rédution la D4-brane de tension R11/l611 = 1/gα′5/2, hargée
sous le tenseur de jauge de Ramond R5, ainsi que la NS5-brane de tension 1/l611 =
1/g2α
′3
, hargée magnétiquement sous le tenseur de Neveu-Shwarz Bµν . Le monople
de Kaluza-Klein de la supergravité à onze dimensions apparaît omme la D6-brane
de tension R211/l
9
11 = 1/gα
′7/2 ‡27
. Il faut enore ajouter à es objets étendus les états
issus de l'onde gravitationnelle en dimension 11, orrespondant au supergraviton à dix
‡26
On peut également réduire le long d'une isométrie angulaire, mais le statut de ette proédure est
enore peu lair [MJDP98℄.
‡27
Il donne également par rédution diagonale le monople de Kaluza-Klein de la supergravité de
type IIA ompatiée sur un erle de rayon R, orrespondant à une 5-brane de tension R11R
2/l911 =
R2/g2α
′
4
; et par rédution vertiale une 6-brane de tension R2/l911 = R
2/g3α
′
9/2
, sur laquelle nous
reviendrons dans le dernier hapitre.
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dimensions ainsi qu'à ses exitations de Kaluza-Klein, de masse N/R11 = N/gα
′1/2
,
identiées aux D0-branes de la théorie de type IIA et à ses états liés.
Dans le as de la supergravité de type IIB, ette proédure de rédution n'est
bien entendu pas appliable et on doit reprendre l'approhe préédente. On obtient
ainsi une D1-brane hargée sous Bµν ; une D3-brane hargée sous le tenseur de jauge à
ourbure autoduale Dµνρσ ; une D5-brane magnétiquement hargé sous B, ainsi qu'une
autre NS5-brane hargée sous le tenseur de jauge de Neveu-Shwarz Bµν . La 1-brane
solitonique est un andidat de orde duale à la orde fondamentale sous la dualité
Sl(2,Z) de la théorie de type IIB si ette dualité doit exister, et les deux 5-branes en
formeraient alors un doublet. On obtient également un as dégénéré de solution ave
un volume d'univers réduit à un point, soit une D(−1)-brane . L'espae orrespondant
étant de signature eulidienne, ette solution doit être identiée à une onguration in-
stantonique de la supergravité de type IIB. Cet objet sera essentiel aux développements
traités au hapitre 4.
La théorie de type I quant à elle omprend un tenseur de jauge Bµν du seteur de
Ramond en même temps que les bosons de jauge de la symétrie non abélienne SO(32).
De fait, la supergravité de type I montre l'existene d'un soliton de D1-brane hargé
életriquement sous Bµν , qu'il est tentant d'identier à la orde hétérotique de groupe
de jauge SO(32) ; ainsi que de trois types de solitons de 5-brane [CHS91a℄ : la 5-brane
neutre est hargée sous le tenseur Bµν de la orde hétérotique ou le tenseur Bµν de la
orde de type I mais neutre sous le groupe de jauge, tandis que les 5-branes de jauge et
symétriques, onstruites à partir d'un instanton de Yang-Mills dans les diretions trans-
verses, sont hargées à la fois sous B et sous le groupe de jauge. La 5-brane symétrique
présente la partiularité d'être une solution exate en α′ des équations du mouvement
issues de la théorie des ordes, orrespondant à une théorie (4, 4) superonforme.
Par opposition aux partiules pontuelles, es objets étendus possèdent des degrés
de liberté externes orrespondant aux modes zéro des hamps de la supergravité en leur
présene. Ces modes sont assoiés aux symétries brisées par la présene du soliton, en
partiulier la symétrie de translation dans les diretions transverses, et orrespondent à
des oordonnées olletives généralisées de la p-brane [GJS76, CHS91b℄. Les exitations
de es modes modient la position de la p-brane ainsi que sa forme, et la p-brane doit
bien plus être omprise omme un objet ompat étendu que omme un plan rigide
inni. La théorie des hamps (ou la méanique quantique, pour p = 0) dénissant la dy-
namique de es modes sur le volume d'univers peut en prinipe être obtenue en évaluant
l'ation mirosopique sur la onguration des hamps du soliton. Les supersymétries
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préservées par le soliton BPS orrespondent à autant de supersymétries de la théorie de
volume d'univers, tandis que les supersymétries brisées sont réalisées non-linéairement,
'est-à-dire spontanément brisées. Les premières peuvent être rendues manifestes grâe
à l'introdution d'une supersymétrie loale dite kappa-symétrie, dont la xation impose
l'égalité des nombres de degrés de liberté bosoniques et fermioniques. La détermination
de la dynamique des modes zéros d'un soliton est un problème diile ; Polhinski en
a donné la solution dans le adre de la théorie des superordes ouvertes, tout au moins
pour les p-branes hargées sous les tenseurs de Ramond de la orde de type II. Dans le
as de la 5-brane hétérotique, ertains modes zéros apparaissent non perturbativement
et la théorie de volume d'univers est dérite par une théorie des ordes, et non plus
une théorie des hamps [CHS91a, Wit96b, SS97a℄.
2.4.4 Compatiation et yles supersymétriques
Etant donné le spetre des ongurations solitoniques en dimension maximale, on
peut en prinipe en déduire le spetre en dimension inférieure en enroulant les dire-
tions internes des solitons autour des diretions ompates. Les rédutions diagonale
et vertiale que nous avons disutées au paragraphe préédent fournissent l'exemple le
plus simple de e proessus pour le as des ompatiations toroïdales, et n'aetent
pas le nombre de supersymétries préservées par les états orrespondants. Dans le as
de la ompatiation sur des espaes ourbes de Calabi-Yau, l'enroulement de l'état
sur un yle quelonque brise toutes les supersymétries, et la stabilité de l'état orre-
spondant n'est pas garantie. Pour ertains yles ependant, dits supersymétriques, la
supersymétrie brisée par la présene du soliton peut être ompensée par une kappa-
symétrie sur le volume d'univers du soliton. Les onditions sur les trois-yles des
espaes de Calabi-Yau de dimension 6 ont été analysées par K. et M. Beker et A.
Strominger [BBS95℄ ; ette analyse a été étendue par Ooguri et al. par un argument
basé sur la desription mirosopique des solitons en termes de D-branes, et onduit
à deux atégories de yles supersymétriques C sur les espaes de Calabi-Yau K de
dimension omplexe n : [OOY96℄ :
 les yles de type A, de dimension réelle n, sont tels que le pull-bak de la n-forme
holomorphe Ω est proportionnel à la forme volume induite par la métrique de K
sur le yle C.
 les yles de type B sont les sous-variétés holomorphes de la variété K.
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Les yles supersymétriques sont don en partiulier de volume minimal
‡28
. Ainsi,
dans le as du tore T 2, les yles de type B sont simplement les points, T 2 et ses
reouvrements, tandis que les yles de type A sont tels que dz = eiφ
√|dz|2 où la
phase φ est onstante : il s'agit don d'une ligne droite traée sur le tore. Dans le as
des variétés de Calabi-Yau de dimension 4, ou variétés K3, les yles de type A et B se
onfondent, grâe à la symétrie SU(2)R de la variété hyperkählerienne qui éhange la
deux-forme holomorphe Ω et la forme de Kähler J .
‡28
En présene de hamps de jauge, ette dénition doit être étendue, et 'est l'ation de Born-Infeld
du soliton qui doit être extrémale.
Chapitre 3
Pluralité, dualité et uniité des
théories de superordes
Le leteur aura sans doute été gêné par la disussion des dualités non perturbatives
des théories de supergravité au hapitre préédent, alors que es théories fonièrement
non renormalisables ne sont déjà pas dénies omme théories de perturbation. La renor-
malisabilité d'une théorie des hamps n'est ependant un ritère important que lorsque
ette théorie prétend à une desription fondamentale à toute énergie ; et enore la
non-renormalisabilité au sens du omptage de puissane n'implique-t-elle pas l'absene
de shéma de renormalisation ohérent. Les théories de supergravité ne prétendent
ependant qu'à une desription eetive de la dynamique à basse énergie induite après
intégration sur les modes massifs de fréquene supérieure à une éhelle Λ. Il n'est don
pas question d'intégrer les diagrammes de boules sur des moments inniment grands,
mais seulement sur les moments inférieurs à Λ. La desription mirosopique est fournie
par les théories de superordes, qui ontrairement à es théories des hamps ne sourent
pas de divergenes ultraviolettes. Les ontraintes de ohérene restreignent es théories
à inq modèles dénis en dix dimensions, donnant naissane à une variété presque
innie de modèles en dimensions inférieures. Il existe de nombreux ouvrages d'intro-
dution à la théorie des ordes [GSWa, GSWb, LT89, Pol94a, OY96, Kir97, Vaf97℄,
dont le très omplet livre vert de Green, Shwarz et Witten ; dèles à notre approhe,
nous nous ontenterons d'en donner une introdution très ondensée dans les setions
1 et 2 de e hapitre, en insistant sur les points néessaires à la ompréhension des
travaux présentés dans ette thèse.
Une fois résolu le problème de la dénition perturbative des théories de supergrav-
ité, restera la question beauoup plus épineuse de la dénition non perturbative des
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théories de superordes. Cette dénition n'existe pas enore expliitement. Les rela-
tions de dualité entre théories de superordes en donnent une dénition partielle, en
identiant le régime de fort ouplage d'une théorie de superordes au régime de faible
ouplage de la théorie duale. Nous dérirons ave plus de détails dans la setion 3 de e
hapitre, après en avoir donné un avant-goût au hapitre préédent dans le adre des
théories de supergravité. Ces dualités indiquent l'existene d'une théorie non perturba-
tive des superordes, dont les inq théories de superordes perturbatives représentent
les développement limités dans inq limites de son espae des modules ; ette théorie
fondamentale fera l'objet des deux derniers hapitres de e mémoire.
Dans e travail de thèse, nous nous sommes partiulièrement intéressés à la dualité
des théories hétérotique et de type II à seize harges supersymétriques, qui ontient
la rihesse des eets non perturbatifs des théories des superordes sans requérir l'arse-
nal de la géométrie algébrique des espaes de Calabi-Yau. Nous avons en partiulier
donné des tests de ette dualité dans les ouplages gravitationnels des ompatia-
tions twistées de es théories, en ollaboration ave A. Gregori, N. Obers, E. Kiritsis,
C. Kounnas et M. Petropoulos ; nous avons également vérié ette dualité dans les ou-
plages salaires du dilaton de la théorie de type II, au ours d'une ollaboration ave
I. Antoniadis et T. Taylor. Ce hapitre onstitue une introdution à es ontributions,
rassemblées dans les appendies B et F de e mémoire Nous reviendrons sur es travaux
dans le hapitre 4, sous l'aspet des eets instantoniques de membrane.
3.1 La orde bosonique
L'idée de résoudre le problème des divergenes ultraviolettes des théories des hamps
en supposant une extension nie aux partiules élémentaires est aussi vieille que les
théories des hamps elle-mêmes. Elle a ependant resurgi ave vigueur au début des
années 1970, après la gestation des modèles duaux, sous la forme de la théorie des
ordes. Cette théorie onsidère la dynamique relativiste d'un objet unidimensionnel
liforme. Tout omme une partiule pontuelle de masse m dérit une ligne d'univers
de genre temps Xµ(τ) dont l'ation est mesurée par la longueur propre
S ({Xµ(τ)}) = m
∫
dτ
√
−dX
µ
dτ
dXν
dτ
ηµν(X) , (3.1)
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la orde dérit une surfae d'univers Xµ(σ, τ) dont l'ation est mesurée par la surfae
propre
S ({Xµ(σ, τ)}) = T
∫
dσ0 ∧ dσ1
√
−ǫαβ ∂X
µ
∂σα
∂Xν
∂σβ
ηµν(X) , (3.2)
où on a rassemblé le temps propre τ et l'absisse urviligne σ sous la notation σ0 =
τ, σ1 = σ. Le paramètre T , homogène à l'inverse d'une aire et souvent noté T =
1/(2πα′), orrespond à la tension de la orde. Tout omme la dynamique de la partiule
peut être quantiée à la Feynman en sommant sur les lignes d'univers à extrémités
xées, la orde relativiste quantique est obtenue en sommant sur les surfaes d'univers
tubulaires à bords xés [GS71℄. L'ation (3.2), dite de Nambu-Goto, est lassiquement
équivalente à l'ation de Polyakov [BVH76, DZ76a℄
S ({Xµ(σγ), gαβ(σγ)}) = T
2
∫
dσ0 ∧ dσ1 gαβηµν∂αXµ∂βXν , (3.3)
où on introduit une métrique auxiliaire gαβ utuante sur la surfae d'univers ; les équa-
tions du mouvement identient ette métrique à la métrique induite par le plongement
Xµ dans l'espae-temps ambiant, à un fateur onforme non xé près, en raison de la
symétrie de Weyl
gαβ → ef(σ,τ)gαβ (3.4)
de l'ation de Polyakov (3.3), propre au aratère bidimensionnel de la surfae d'univers.
L'invariane sous les diéomorphismes de la surfae d'univers permet (loalement) de
ramener la métrique à la forme diagonale gαβ(σ) = ρ(σ)ηαβ , Le fateur onforme ρ dit
hamp de Liouville, se déouple grâe à la symétrie de Weyl, et on se ramène ainsi à
l'ation gaussienne
S ({Xµ(σ)}) = T
2
∫
dσ0 ∧ dσ1 ηµν∂αXµ∂αXν , (3.5)
La symétrie de Weyl présente ependant une anomalie quantique, et Polyakov a pu
prouver que ette anomalie s'annulait uniquement en dimension 26, dimension ritique
de la théorie des ordes bosoniques [Pol81℄.
3.1.1 Tahyon, spetre de masse nulle et états massifs
Dans la jauge (3.5), les 26 oordonnées de plongement Xµ se déouplent, et vérient
l'équation des ondes bidimensionnelle ∂α∂
αXµ = 0 ; haque oordonnée s'érit don
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omme somme de omposantes droite et gauhe,
Xµ(τ, σ) = XµL(τ + σ) +X
µ
R(τ − σ) (3.6)
elles-mêmes déouplées dans le as de la orde fermée, auquel nous nous restreignons
ii
‡1
. Il est ommode d'eetuer une rotation de Wik sur la surfae d'univers, de sorte
que les omposantes gauhes et droites s'identient aux fontions holomorphes XL(z)
et anti-holomorphes XR(z¯) de la oordonnée z = σ+ iτ . Les exitations quantiques de
la orde fermée sont don dérites par deux séries d'osillateurs αµn, α¯
µ
n, orrespondant
aux modes de Fourier de XµL(z) et X
µ
R(z¯), vériant les relations
[αµn, α
ν
m] = [α¯
µ
n, α¯
ν
m] = imδm+nη
µν
(3.7)
αµ†n = α
µ
−n , α¯
µ†
n = α¯
µ
−n , (3.8)
et agissant sur le vide de l'espae de Fok |p〉 d'impulsion pµ. Le mode zéro αµ0 = αµ†0 =
pµ/2 orrespond à l'impulsion totale transverse de la orde.
L'invariane de jauge sous les diéomorphismes de surfae d'univers impose l'annu-
lation du tenseur d'énergie-impulsion sur la surfae d'univers, de modes de Fourier
L0 = −α′4 p2 +
∑∞
n=1 α−nαn − a , Ln =
1
2
∞∑
m=−∞
αm−nαn (3.9)
L¯0 = −α′4 p2 +
∑∞
n=1 α¯−nα¯n − a¯ , L¯n =
1
2
∞∑
m=−∞
α¯m−nα¯n (3.10)
où les onstantes a et a¯, dites interepts, sont xées à la valeur a = a¯ = 1 par l'absene
de fantmes. En partiulier, l'annulation de L0 et L¯0 implique la formule de masse et
la ondition de level mathing :
M2 = 2
α′
(NL +NR − 2) (3.11)
NL = NR (3.12)
oùNL =
∑∞
n=1 α−nαn etNR =
∑∞
n=1 α¯−nα¯n désignent les nombres d'osillateurs gauhe
et droit.
En partiulier, l'état fondamental NL = NR = 0 de l'espae de Fok orrespond à
une partiule de masse imaginaire dite tahyon, révélatrie de l'instabilité de la théorie.
Le premier état exité NL = NR = 1, soit ζµν α
µ
−1α¯
ν
−1|p〉, orrespond à des partiules
de masse nulle, dont le spin dépend du hoix du tenseur de polarisation ζµν :
‡1
Dans le as de la orde ouverte, es deux omposantes sont identiées par la ondition de Neumann
∂σX
µ = 0 aux bords σ = 0, π.
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 ζµν = ζηµν orrespond au hamp salaire φ du dilaton ;
 ζµν antisymétrique orrespond au tenseur antisymétrique de jauge Bµν
 ζµν symétrique de trae nulle orrespond au graviton gµν .
Les états plus exités forment une tour d'états supermassifs de masse M ∼ 1/α′ de
l'ordre de la masse de Plank, et de spin arbitrairement élevé. La propagation de la
orde dans les hamps de fonds gµν , Bµν(x) et φ(x) peut être dérite en généralisant
l'ation (3.3) à
S =
∫
d2σ
√
g
(
1
4πα′
gαβ∂αX
µ∂βX
νgµν(X) +
i
2π
ǫαβBµν(X)∂αX
µ∂βX
ν − 1
4π
φ(X)R
)
(3.13)
Cette ation n'est plus gaussienne que dans l'approximation où la taille de la orde
√
α′
est très inférieure au rayon de ourbure aratéristique de l'espae-temps. L'invariane
onforme de la théorie des hamps sur la surfae d'univers
‡2
, néessaire au déouplage
du hamp de Liouville impose alors une dynamique sur les hamps de fond de masse
nulle, donnée par l'annulation des fontions beta relatives aux ouplages gµν , Bµν et
φ ; elle-i peut se résumer au premier ordre en α′ en termes de l'ation eetive
S =
1
α′12
∫
d26x
√−ge−2φ
(
R + 4(∂φ)2 − 1
2 · 3!H
2
)
(3.14)
où la trois-forme H = dB dénote la ourbure du tenseur de jauge Bµν . La gravitation
d'Einstein-Hilbert se trouve ainsi inluse et généralisée dans la théorie des ordes.
3.1.2 Interations, dilaton et série de perturbation
Les théories des hamps assoient une onstante de ouplage à haque type d'inter-
ation selon la nature des partiules inidentes. La théorie des ordes au ontraire unie
tous les types de partiules omme diérentes exitations d'un même objet. Il n'existe
alors plus qu'un seul type d'interation orrespondant à l'ouverture de deux ordes
fermées et leur reollement en une seule (interation de splitting and joining), soit
l'ouverture d'un manhe dans la surfae d'univers. Par transformation onforme, une
surfae orrespondant à une interation à l'ordre des arbres de plusieurs états asympto-
tiques peut être déformée en une sphère pontuée d'autant de pattes extérieures (gure
‡2
On pourra se reporter à l'exellent ours [Gin88℄ pour une introdution aux théories des hamps
onformes bidimensionnelles.
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Fig. 3.1: Amplitude de diusion à l'ordre des arbres et représentation par opérateurs
de vertex.
3.1)
‡3
.L'eet de haque partiule est inorporé par l'insertion d'un opérateur de ver-
tex loal dans la théorie onforme bidimensionnelle, dépendant de l'état d'osillation
interne, de la polarisation et de l'impulsion de la partiule. Le tahyon et le graviton
sont ainsi dérits par les insertions∫
d2σ
√
g : eik
ρXρ(σ) : ,
∫
d2σ
√
g ζµνg
αβ : ∂αX
µ∂βX
νeik
ρXρ(σ) : . (3.15)
La fontion de orrélation de la théorie onforme sur la sphère en présene de es
insertions fournit ainsi l'élément de matrie S de diusion entre es partiules.
Les diagrammes à n boules onduisent à des orrélations d'opérateurs de vertex sur
des surfaes de Riemann de genre n. Il ne sut ependant pas d'intégrer sur les hamps
Xµ de la théorie onforme, mais il faut aussi sommer sur les diérentes métriques gαβ
sur la surfae d'univers, ou plus exatement sur les lasses d'équivalene de métriques
modulo les diéomorphismes et les transformations de Weyl. Ces lasses d'équivalene
sont paramétrisées par un espae des modules
‡4
de dimension nie 6n−6 (ou 0 pour n =
0,et 2 pour n = 1), sur lequel on doit enore intégrer. Ainsi, dans le as d'un diagramme
à une boule, la métrique est dénie aux diéomorphismes et transformations de Weyl
près par le paramètre de struture omplexe τ , tel que ds2 ≡ |dσ0+ τdσ1|2. τ prend ses
valeurs dans le demi-plan de Poinaré modulo le groupe modulaire Sl(2,Z). Ce quotient
peut être représenté par le domaine fondamental
F = {τ ∈ C/ τ2 > 0, |τ | ≥ 1 et − 1
2
≤ τ1 ≤ 1
2
} . (3.16)
‡3
On pourra se reporter aux référenes [FMS86, DP88℄ pour un exposé détaillé des méthodes de
alul d'amplitudes de diusion en théorie des ordes ; on trouvera également à la n de l'artile en
annexe B un exemple détaillé de alul de diusion à une boule.
‡4
Il ne faut pas onfondre et espae des modules ave l'espae des modules dérivant les vides
des théories de hamps ou de ordes. Cet espae orrespond au quotient de l'espae de Teihmüller,
dérivant les métriques modulo les transformations de Weyl et les diéomorphismes onnetés à l'i-
dentité, par le groupe modulaire dérivant les lasses de diéomorphismes non onnetés à l'identité.
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La partie imaginaire de τ2 peut être vue omme le paramètre de Shwinger de la théorie
des hamps ordinaire, tandis que l'intégrale sur τ1 ∈ [−1/2, 1/2] impose la ondition
de level mathing (3.11). En partiulier, la région de faible paramètre de Shwinger
τ2 → 0, orrespondant à la région ultraviolette, est exlue de e domaine (ou plus
exatement équivalente à la région τ2 → +∞ par transformation modulaire), e qui
explique l'absene de divergenes ultraviolettes en théorie des ordes. L'amplitude de
transition vide-vide (ou, en d'autres termes, la onstante osmologique) à une boule
s'érit alors, pour la théorie bosonique en espae plat,
A =
∫
F
d2τ
τ 22
Z(τ, τ¯) , Z(τ, τ¯) = (τ2)
−24/2 1
η24(τ)η¯24(τ¯)
(3.17)
où les fontions modulaires
‡5 η24(τ) et η¯24(τ¯ ) de Dedekind orrespondent aux ontri-
butions des 24 osillateurs gauhes et droits, tandis que le préfateur τ
−D/2
2 ∼
∫
dD−2p
e−πp
2τ2
orrespond à l'intégration sur l'impulsion transverse des états dans la boule.
L'intégrand Z(τ, τ¯) orrespond à la fontion de partition des modes de la orde. Son
invariane sous les transformations modulaires de τ est un prérequis fondamental pour
la ohérene de la théorie
‡6
.
Le alul d'une amplitude physique doit don prendre en ompte les surfaes d'u-
nivers de genre n arbitraire pour dérire les diagrammes de Feynman de nombre de
boules quelonque, e qui lui vaut le nom de développement en genre. Le genre d'une
surfae de Riemann, relié à la aratéristique d'Euler χ = 2− 2n, peut s'érire omme
l'intégrale sur la surfae d'univers d'un terme loal topologique
χ = 2− 2n = 1
4π
∫
d2σ
√
gR (3.18)
qui n'est autre que l'opérateur dérivant le ouplage du dilaton à la surfae d'univers
dans l'équation (3.13). Les surfaes de genre n sont don pondérées par un fateur
e(2n−2)φ, où φ désigne ii la valeur moyenne du hamp de dilaton, que nous pouvons
don identier ave le ouplage de la théorie des ordes :
g = eφ . (3.19)
‡5
L'artile en appendie B rassemble les identités utiles sur les fontions modulaires, et fournit une
introdution détaillée au alul d'amplitudes à une boule en théorie des ordes. On se reportera
également ave prot aux référenes [Gin88, Kir97℄.
‡6
La fontion η(τ) n'est en eet invariante modulaire qu'à une raine 24-ième de l'unité près. On
retrouve ainsi la dimension ritique D = 26 de la théorie des ordes bosoniques, bien que et argument
n'élimine pas les autres possibilités D = 24k + 2, k ∈ Z.
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Cette formulation de la théorie des ordes apparaît don essentiellement perturbative.
Parler d'eets non perturbatifs ne saurait avoir de sens que dans le adre d'une théorie
plus large dont le développement en genre, ou développement de ordes, ne représente
qu'un shéma d'approximation.
3.2 Les théories de superordes
La théorie des ordes bosoniques dérite à grands traits dans la setion préédente
présente de nombreuses insusanes. L'existene du tahyon montre qu'elle n'est pas
dénie au voisinage de son vide stable, et la théorie de perturbation n'a don pas de
sens. L'absene de partiules fermioniques est regrettable pour une théorie visant à l'u-
niation des fores, bien qu'il ne soit pas exlu que es partiules apparaissent autour
du point stable de ette théorie. Les théories des superordes pallient à es insusanes
en introduisant des hamps fermioniques sur la surfae d'univers, de manière à étendre
la symétrie onforme en une symétrie superonforme. Cette symétrie loale ontient en
partiulier la supersymétrie loale de la supergravité bidimensionnelle. La ontribution
à la harge entrale de l'algèbre onforme des fantmes de Faddeev-Popov orrespon-
dants abaisse la dimension ritique des théories de superordes à D = 10. Tandis que
les hamps bosoniques, représentant les oordonnées physiques de la orde, doivent
être dénis globalement sur la surfae d'univers, les hamps fermioniques peuvent être
soit périodiques soit antipériodiques le long de la orde, dénissant ainsi les seteurs de
Ramond (R) et de Neveu-Shwarz (NS). L'invariane modulaire impose alors l'intro-
dution de périodiités dénies le long de l'axe du temps propre de la surfae d'univers,
projetant eetivement la moitié de haque seteur. Plus généralement, sur une surfae
de Riemann de genre n, on est amené à sommer sur tous les hoix de struture de spin
s =
[
a1...an
b1...bn
]
, soit 2n signes (−)ai , (−)bi orrespondant aux périodiités autour de haun
des yles d'homologie Ai, Bi (gure 2.1 page 48), ave une phase (−)α(s) déterminée
par les impératifs d'invariane modulaire et de fatorisation [AGMV86, SW86℄. Cette
projetion, dite GSO du nom de ses inventeurs Gliozzi, Sherk et Olive [GSO76℄, élim-
ine en partiulier du spetre le tahyon, et garantit l'existene d'un nombre égal de
partiules bosoniques et fermioniques à haque niveau d'exitation. La supersymétrie
d'espae-temps n'est pas manifeste dans ette onstrution ; Green et Shwarz en ont
donné une formulation équivalente dans le ne de lumière où ette supersymétrie est
expliite [GS82℄. Ce gain est ependant obtenu au détriment de l'invariane de Lorentz
à dix dimensions.
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3.2.1 Cordes fermées de type II
En assoiant à haque boson Xµ(σ, τ) son partenaire supersymétrique ψµ(σ, τ) et
en appliquant la projetion GSO séparément dans haun des seteurs gauhe et droit,
on obtient ainsi les superordes de type IIA et IIB, selon le hoix du signe relatif de la
projetion GSO entre les deux seteurs. Leur dénition est résumée suintement dans
la fontion de partition
‡7
Z II(τ, τ¯ ) =
1
τ 42
· 1
η8η¯8
· 1
2
1∑
a,b=0
(−1)a+b+ab
(
ϑ
[
a
b
]
η
)8/2
· 1
2
1∑
a¯,b¯=0
(−1)a¯+b¯+ǫa¯b¯
(
ϑ¯
[
a¯
b¯
]
η¯
)8/2
(3.20)
ave ǫ = 1 en type IIB et ǫ = 0 en type IIA. L'interprétation de ette expression est
transparente si l'on hoisit la jauge du ne de lumière, où µ est eetivement restreint
aux huit oordonnées transverses. On reonnaît alors respetivement l'intégrale sur les
impulsions transverses, la ontribution des huit osillateurs bosoniques transverses, et
elle des huits fermions gauhes et droits de struture de spin
[
a
b
]
et
[
a¯
b¯
]
. La fontion de
partition omprend quatre seteurs selon la valeur de (a, a¯), et la sommation sur (b, b¯)
impose les projetions GSO dans haque seteur. Le aratère bosonique ou fermionique
dépend de la phase (−)a+b+ab+a¯+b¯+ǫa¯b¯ évaluée en (b, b¯) = 0. Après projetion, l'état
fondamental d'un omplexe de huit fermions de Neveu-Shwarz (a = 1) orrespond à un
veteur 8v sous le groupe de Lorentz transverse SO(8,R), tandis que l'état fondamental
d'un omplexe de huit fermions de Ramond (a = 0) orrespond à un spineur 8s ou 8c
selon le hoix du signe de la projetion. Le spetre dans haque seteur (a, a¯) peut ainsi
être obtenu par produit tensoriel des représentations gauhe et droite :
 le seteur (1, 1), dit de Neveu-Shwarz (ou NS-NS), omprend 64 degrés de libertés
dans les représentations 8v ⊗ 8v = 1 ⊕ 28 ⊕ 35v orrespondant au dilaton φ,
graviton gµν et tenseur antisymétrique Bµν respetivement ;
 le ontenu du seteur (0, 0), dit de Ramond (ou R-R) dépend du hoix de la
hiralité relative des spineurs gauhe et droit. Dans le as de la théorie de type
IIA, le produit des deux spineurs de hiralité opposée donne un ontenu non-
hiral 8s ⊗ 8c = 8v ⊕ 56v orrespondant aux tenseurs antisymétriques de jauge
Aµ et Cµνρ ‡8. Dans le as de type IIB, on obtient au ontraire un ontenu hiral
‡7
C'est plutt d'un indie de partition qu'il faudrait parler, ar les fermions sont omptés ave un
signe opposé à elui des bosons.
‡8
On pourrait aussi bien onsidérer des potentiels de jauge duaux de Poinaré à A1 et C3, qui
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8s⊗8s = 1⊕28⊕35c représentable en termes d'un hamp salairea, d'un tenseur
antisymétrique Bµν et d'un tenseur à ourbure autoduale Dµνρσ. Le statut des
hamps de Ramond est très diérent de elui des hamps de Neveu-Shwarz. La
orde fondamentale n'est pas hargée par rapport à es hamps. En partiulier,
il n'existe pas de modèle sigma non-linéaire généralisant le lagrangien (3.13) en
présene de hamps de fond de Ramond.
 les deux seteurs fermioniques (0, 1) et (1, 0) (ou R-NS et NS-R) sont identiques
(à un hangement de hiralité près en type IIA), et ontiennent haun un grav-
itino et un fermion, selon 8v ⊗ 8s = 8c ⊕ 56c. Ils onstituent les partenaires
supersymétriques des bosons des seteurs de Neveu-Shwarz et Ramond.
On obtient ainsi des théories de supersymétrie N = 2 à dix dimensions (soit 32 super-
harges), hirale (type IIB) ou non hirale (type IIA), dont les desriptions de basse
énergie sont données par les théories de supergravité dérites au hapitre préédent. Les
propriétés de supersymétrie se manifestent dans le alul des amplitudes physiques par
diérentes annulations. En partiulier, la fontion de partition (3.20) est identiquement
nulle par l'identité sur les fontions théta
1∑
a,b=0
(−1)a+b+abϑ4
[
a
b
]
= 0 (3.21)
qui traduit la ompensation entre les degrés de liberté bosonique et fermionique à
haque niveau. La onstante osmologique à une boule, égale à l'intégrale modulaire
de la fontion de partition, est don aussi nulle
‡9
.
3.2.2 Cordes de type I
Ayant obtenu une version supersymétrique de la théorie des ordes fermées, il est na-
turel de herher une onstrution orrespondante pour les ordes ouvertes. Les théories
de superordes ouvertes, dites de type I, ont onnu un regain d'intérêt réent en liaison
ave la (re)déouverte des D-branes. Elles n'oupent ependant pas une position en-
trale pour e travail de thèse, aussi serons-nous plus brefs enore qu'à l'aoutumée (le
leteur pourra se reporter à [Fab97℄ pour plus de détails.). La orde bosonique fermée
présentait deux séries d'osillateurs gauhe et droits αn et α¯n. Les onditions aux limites
possèderaient les mêmes degrés de liberté sur la ouhe de masse.
‡9
Cette annulation ne semble pas être une onséquene de la supersymétrie d'espae-temps, puisqu'il
existe des théories de supergravité générant une onstante osmologique non nulle à une boule.
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de Neumann des ordes ouvertes identient es opérateurs de manière à ne plus laisser
que les modes stationnaires. Cette opération revient à prendre le quotient par l'involu-
tion z → z¯ inversant l'orientation de la surfae d'univers. Dans le as de la théorie des
superordes de type II, ette opération doit être ombinée ave une involution (−)F sur
l'espae de Fok fermionique et un éhange des fermions gauhes et droits, e qui n'est
possible qu'en type IIB lorsque eux-i sont de même hiralité. Cette identiation
élimine la moitié des supersymétries de la théorie de type IIB. Elle introduit dans le
développement en genre, en plus des surfaes de Riemann orientables de la théorie IIB,
des surfaes fermées non-orientables, ainsi que des surfaes ave bords. La aratéris-
tique d'Euler d'une surfae de genre n ave b bords et c points de non-orientabilité (dits
rossaps) s'érivant χ = 2−2n−b−c, on voit qu'à l'ordre d'une boule il est néessaire
d'introduire la bouteille de Klein (c = 2, b = n = 0), l'anneau (b = 2, c = n = 0) et
le ruban de Möbius (b = c = 1, n = 0). L'existene d'un bord permet le ouplage à
un hamp de jauge par l'intermédiaire de harges pontuelles dites de Chan-Paton, de
groupe SO(n) ou USp(n) dans le as de ordes ouvertes non orientées, en aord ave
l'existene d'un hamp de jauge dans le spetre de masse nulle. Le ritère d'invariane
modulaire est beauoup moins puissant dans le as des théories de ordes ouvertes, et
doit être omplété par le ritère de ompensation des tadpoles néessaire à l'absene
de divergenes ultraviolettes. Ce prérequis xe les oeients respetifs des diérents
diagrammes, et restreint le groupe de jauge à SO(32), en aord ave les restritions
de ompensation d'anomalies dans la théorie de supergravité de type I disutées au
hapitre préédent. On obtient ainsi la théorie des superordes de type I, dont le spe-
tre de masse nulle omprend le dilaton et graviton du seteur de Neveu-Shwarz des
ordes fermées (mais pas le tenseur antisymétrique exlu par la projetion), le tenseur
antisymétrique de Ramond Bµν , ainsi que le hamp de jauge SO(32) du seteur des
ordes ouvertes et leurs partenaires fermioniques sous la supersymétrie N = 1 à dix
dimensions.
3.2.3 Cordes hétérotiques
L'introdution de supersymétrie sur la surfae d'univers et le hoix d'une proje-
tion onvenable a ainsi permis de résoudre le problème du tahyon et de l'absene de
fermions de la théorie des ordes bosonique. L'absene de symétrie de jauge non abéli-
enne augure mal ependant de l'avenir phénoménologique de la théorie des superordes
de type II. La théorie des ordes de type I présente bien une invariane de jauge non
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abélienne, mais la onstrution de modèles hiraux en dimension 4 est restée longtemps
diile en raison de l'absene d'un ritère d'invariane modulaire ommode. Grâe à
la déouverte de la théorie des superordes hétérotiques, il est devenu possible de on-
struire des modèles phénoménologiques viables reproduisant les trois générations de
matière hirale, ouvrant ainsi l'ère de la phénoménologie des superordes. La on-
strution des ordes hétérotiques repose sur le onstat que les seteurs gauhe et droit
des théories de ordes fermées ne sont ouplés que par les modes zéro bosoniques et
fermioniques. En revanhe, la dénition d'une projetion GSO ne requiert la super-
symétrie que d'un seul té et sut à garantir l'absene de tahyon et la présene de
fermions dans le spetre. Gross, Harvey, Martine et Rohm ont ainsi proposé en 1985
une théorie des ordes ombinant la théorie superonforme N = 1 dénissant la orde
de type II dans le seteur gauhe, et la théorie onforme non supersymétrique de la
orde bosonique dans le seteur droit [GHMR85℄. Les dix hamps gauhes XµL(z) sont
ainsi assoiés ave les dix hamps droits XµR(z¯) pour dénir les oordonnées de plonge-
ment de la orde hétérotique, tandis que les seize hamps supplémentaires XIR(z¯), soit
après fermionisation les trente-deux fermions droits ψi(z¯), sont utilisés pour réaliser
une algèbre de ourant de rang 16. Les ontraintes d'invariane modulaire restreignent
alors ette algèbre à SO(32) et E8 × E8 omme attendu d'après l'analyse de la om-
pensation d'anomalies par Green et Shwarz. La fontion de partition de es modèles
s'érit ainsi
Z het(τ, τ¯ ) =
1
τ 42
· 1
η8η¯8
· 1
2
1∑
a,b=0
(−1)a+b+ab
(
ϑ
[
a
b
]
η
)8/2
·
1
2
1∑
a¯,b¯=0
(
ϑ¯
[
a¯
b¯
]
η¯
)16/22
(3.22)
où l'on reonnaît à nouveau l'intégrale des modes zéros, les huit osillateurs bosoniques
transverses, leurs partenaires supersymétriques gauhes, et les 32 fermions droits répar-
tis en deux groupes de 16. Le terme entre rohets reproduit le aratère de l'algèbre
ane SO(32), ou aussi bien elui de l'algèbre ane E8×E8 ; bien que les fontions de
partition de es deux modèles soient identiques, les spetres soient en eet distints. A
nouveau, la même identité (3.21) implique l'annulation de ette fontion de partition.
3.3 Compatiation et T-dualité
A e stade, nous avons obtenu les inq théories des superordes supersymétriques en
dimension ritique : ordes fermées de type IIA et IIB, ordes ouvertes de type I, ordes
hétérotiques SO(32) et E8×E8. La simpliité relative de ette lassiation s'évanouit
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dès que l'on onsidère es théories en dimension inférieure, tout d'abord en raison de la
multipliité des ompatiations possibles, et ensuite de l'existene de onstrutions
non géométriques diretement en dimension inférieure. Nous nous ontenterons ii de
disuter les deux as les plus simples préservant respetivement tout ou moitié de la su-
persymétrie : ompatiations toroïdales et sur variété K3. Ces deux as suront aux
besoins de ette thèse, et à révéler l'originalité de la pereption de l'espae-temps par la
théorie des ordes. Ils nous fourniront l'exemple de dualités perturbatives, préurseurs
des S-dualités que nous onsidèrerons dans la setion suivante.
3.3.1 Compatiation toroïdale de la orde bosonique fermée
Nous avons déja disuté la ompatiation des théories de hamps sur un erle
dans la setion 2.3.5 : haque état de la théorie originale se sinde en une tour d'états
de Kaluza-Klein de masse M = m/R. Dans le as de la théorie des ordes, la situ-
ation est qualitativement diérente puisque l'existene d'un yle non-trivial autorise
de nouvelles ongurations, dites instantons de surfae d'univers, où la orde s'enroule
n fois autour de e erle. Les entiers m et n orrespondent aux harges életriques
sous la symétrie de jauge U(1)L × U(1)R orrespondant aux veteurs gµ1 et Bµ1, où
l'indie 1 désigne la diretion ompate. La théorie onforme dérivant es états est
une théorie de boson ompat libre soluble expliitement. Chaque ouple (m,n) dérit
un état fondamental |m,n〉 de la théorie onforme d'énergie H = L0 + L¯0 et spin
onforme S = L0 − L¯0 ave
L0 =
α′
4
(
m
R
+ n
R
α′
)2
(3.23)
L¯0 =
α′
4
(
m
R
− nR
α′
)2
, (3.24)
sur lequel est onstruite une tour d'états d'osillations identique à elle d'un boson non
ompat, soumise à la ondition de level mathing
NR −NL = mn . (3.25)
La fontion de partition s'érit don
Z(R; τ, τ¯) =
1
ηη¯
∞∑
m,n=−∞
qL0 q¯L¯0 (3.26)
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où q = e2iπτ . On onstate en partiulier que ette fontion de partition est invariante
sous l'inversion du rayon R → α′/R. Cette symétrie, dite T-dualité‡10, orrespond à
une dualité de Poinaré ∂αX → ǫαβ∂βX sur la surfae d'univers, soit X(z¯)→ −X(z¯).
Elle agit sur le spetre des états en éhangeant le nombre lassique d'enroulement n
ave le nombre quantique de moment m. En partiulier, lorsque R → 0, les états en-
roulés autour du erle (m = 0, n 6= 0) deviennent toujours plus légers, tandis que les
états de Kaluza-Klein deviennent plus massifs. De manière duale, lorsque le erle est
déompatié, e sont les états d'enroulement qui deviennent supermassifs, tandis que
les états de moment approhent la masse nulle. Cette symétrie, que nous avons ii véri-
ée à l'ordre d'une boule, est valide à tous les ordres en perturbation, moyennant la
transformation eφ → eφ√α′/R du dilaton ‡11, et elle ommute don ave le développe-
ment perturbatif. Au point autodual R =
√
α′, les états de harges (m,n) = (±1,±1)
deviennent de masse nulle et orrespondent aux bosons de jauge assoiés à l'extension
de la symétrie de jauge U(1)L×U(1)R en une symétrie non abélienne SU(2)L×SU(2)R.
Cette symétrie de jauge est spontanément brisée pour R 6= 1, et la T-dualité peut s'in-
terpréter omme la symétrie de Weyl résiduelle sous ette brisure. A e titre, elle doit
don être exate dans une généralisation non perturbative de la théorie des ordes.
Cette symétrie Z2 admet une extension remarquable dans le as des ompati-
ations toroïdales sur un tore T d de dimension supérieure. Il est alors néessaire de
préiser à la fois la métrique sur le tore gIJ et la valeur moyenne du tenseur anti-
symétrique BIJ . Ces d
2
hamps salaires orrespondent à autant de modules de la
théorie ompatiée. Moments et enroulements sont alors quantiés par des entiers mI
et nI tels que
XI(σ, τ) = gIJmJτ + n
Iσ . (3.27)
L'énergie et le spin onforme sont donnés par
L0 + L¯0 =
α′
2
(
mI +BIJn
J
)
gIK
(
mK +BKLn
L
)
+
1
2α′
nIgIJn
J
(3.28)
L0 − L¯0 = mInI (3.29)
Le veteur p = (mI , n
I) à 2d omposantes dérit alors un réseau muni de la norme
paire 2mIn
I
de signature (d, d), et de la métrique L0+ L¯0 de volume unité. La fontion
‡10
La symétrie de T-dualité est dérite en détail dans l'artile de revue [GPR94℄.
‡11
Cette transformation préserve le dilaton eetif e−2φD−1 = Re−2φD/
√
α′.
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de partition assoiée à e réseau Γd,d auto-dual pair
Zd,d(g, B; τ, τ¯) =
1
ηdη¯d
∑
mI ,nI
qL0 q¯L¯0 , q = e2πiτ (3.30)
est don bien une fontion invariante modulaire, et représente la fontion de partition
des modes zéro des N bosons ompats, ainsi que des osillateurs gauhes et droits
assoiés. L'espae des modules du réseau est un espae homogène
SO(d, d,R)
SO(d)× SO(d) (3.31)
de dimension d2, paramétré par la matrie M ∈ SO(d, d,R) de la forme quadratique
L0 + L¯0 :
L0 + L¯0 =
1
2
ptMp, M =
(
α′g−1 α′g−1B
−α′Bg−1 g
α′
− α′Bg−1B
)
. (3.32)
L'ation ontragradienteM → ΩtMΩ du groupe O(d, d,R) sur l'espae homogène peut
être ompensée par une rotation du veteur entier p→ Ω−1p lorsque Ω est une matrie
à oeients entiers, soit Ω ∈ O(d, d,Z). La fontion de partition du tore T d est don
invariante sous le groupe de T-dualité O(d, d,Z). Un sous-groupe générateur (mais
non minimal) de e groupe de T-dualité onsiste en les rotations eulidiennes du tore
Sl(d,Z), les ots spetraux BIJ → BIJ + 1 et les T-dualités élémentaires sur haque
erle du tore.
Une simpliation importante intervient dans le as des ompatiations sur un
tore T 2. L'espae homogène O(2, 2,R)/O(2)×O(2) se sinde en eet en deux fateurs
Sl(2,R)/U(1)× Sl(2,R)/U(1) orrespondant à deux paramètres omplexes T et U :
T = B12 + i
√
det g/α′, U = g12/g11 + i
√
det g/g11 (3.33)
sur lequel le groupe de T-dualité agit par transformations modulaires indépendantes
Sl(2,Z)T×Sl(2,Z)U et par éhange de T et U [DVV88℄. Plus généralement, la symétrie
de T-dualité existe dès lors que la variété de ompatiation admet une isométrie ;
elle la transforme alors en une variété de topologie lassique tout à fait distinte, mais
équivalente du point de vue de la propagation de la orde. Elle s'étend également
aux ompatiations sur espaes de Calabi-Yau où elle transforme une variété K en
sa variété miroir K˜ (voir par exemple les ours [HKT94, Gre96℄). Cette symétrie de
dualité est don de portée très générale et orrespond à une symétrie de jauge de la
théorie des ordes enore mal omprise.
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3.3.2 T-dualité et superordes fermées
La disussion préédente s'appliquait à la orde bosonique et au seteur bosonique
des superordes fermées. Dans le as de la superorde de type II, l'ation de la T-dualité
sur les hamps bosoniques de la surfae d'univers s'aompagne d'une ation sur les
hamps fermioniques renversant la hiralité des spineurs du seteur droit. Les ordes de
type IIA et de type IIB sont ainsi éhangées à haque inversion de rayon, de sorte que
le groupe de T-dualité se trouve réduit à SO(d, d,Z), le générateur de déterminant -1
reliant les deux théories IIA et IIB. Les valeurs moyennes des tenseurs antisymétriques
de jauge du seteur de Ramond fournissent en outre des modules supplémentaires de
la théorie ompatiée, sur lesquels la T-dualité doit enore agir. Une analyse expliite
de la géométrie de l'espae des modules de Ramond montre que la T-dualité sur la
diretion I est représentée sur les potentiels de Ramond par ‡12
R → dxI · R+ dxI ∧R (3.34)
où R = ∑pRp désigne la somme des formes diérentielles de Ramond d'ordre pair
(en type IIB) ou impair (en type IIA), et où les symboles · et ∧ désignent les pro-
duits intérieurs et extérieurs de formes diérentielles. L'ensemble de es transforma-
tions pour I = 1 . . . d engendrent une algèbre de Cliord qui n'est autre que l'algèbre
assoiée à SO(d, d,R). Les hamps salaires de Ramond se transforment don omme
une représentation spinorielle de SO(d, d,Z), et le passage de la théorie de type IIA à
la théorie de type IIB s'aompagne d'une inversion de hiralité.
Le as de la théorie hétérotique ore une partiularité d'un autre ordre. Les bosons
de jauge de la orde hétérotique en dimensions 10 fournissent par ompatiation
toroïdale 16d hamps de modules orrespondant aux lignes de Wilson
∮
AaIdx
I
brisant
la symétrie de jauge de rang 16. Qui plus est, la distintion entre oordonnée de
plongement et oordonnée d'algèbre de ourant disparaît du té droit de la orde,
si bien qu'en réalité on a d bosons à gauhe et d + 16 à droite, ompatiés sur
un réseau de Narain (PL, PR) ∈ Γd,d+16, paramétré par l'espae homogène O(d, d +
16,R)/(SO(d) × SO(d + 16) modulo le groupe de T-dualité étendu O(d, d + 16,Z)
[Nar86, NSW87, LSW89℄. La formule de masse et la ondition de level mathing
‡12
Cette équation admet des orretions en présene d'un hamp Bµν non nul (f appendie D).
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s'érivent
‡13
NL +
P 2L
2
− 1
2
= NR +
P 2R
2
− 1 , (3.35)
M2 = 4
α′
(
NR +
P 2R
2
− 1
)
. (3.36)
Les états tels que (P 2L, P
2
R) = (0, 2) et (NL, NR) = (1/2, 0) orrespondent don à des
bosons de jauge de masse nulle s'ajoutant aux 16 bosons U(1) (NL, NR = (1/2, 1)).
Ils signalent don l'extension de la symétrie de jauge hétérotique en ertains points
de l'espae des modules. Les raines ayant toutes la même longueur P 2R − P 2L = 2,
on obtient ainsi les groupes de jauge simplement laés A,D,E de la lassiation de
Cartan. En partiulier, lorsque le réseau Γd,d+16 est fatorisé en Γd,d ⊕ Γ16, soit pour
des lignes de Wilson nulles, on retrouve la symétrie de jauge SO(32) (ou E8 × E8) de
la théorie à 10 dimensions. On peut ependant trouver une valeur des lignes de Wilson
restituant l'autre symétrie de jauge E8×E8 (ou SO(32)) : les deux théories hétérotiques
à dix dimensions sont ainsi ontinûment reliées par ompatiation sur un erle.
3.3.3 Cordes ouvertes et D-branes
La T-dualité que nous avons dérite dans le as des ordes fermées permet ainsi
de relier deux à deux les théories des superordes à dix dimensions que l'on royait
distintes. Son existene dans la théorie des ordes ouvertes de type I semble a priori
problématique, puisque les états d'enroulement images des états de Kaluza-Klein sous
la T-dualité n'existent pas en théorie des ordes ouvertes. La résolution de e paradoxe
a mené Horava, Polhinski, Dai, et Leigh à la déouverte des D-branes [DLP89, Hor89℄
qui ont réemment pris une importane onsidérable dans la ompréhension des dualités
des théories des ordes et des théories de jauge. Nous en rappellerons brièvement les
points saillants indispensables à la ompréhension des travaux de e mémoire, renvoyant
le leteur aux artiles de revue pour plus de détails [Ba96, PCJ96, Pol96, Tay97℄.
Revenant à l'interprétation de la T-dualité en termes de dualité de Poinaré sur la
surfae d'univers, on voit que dans le as des ordes ouvertes, ette opération remplae
la ondition de Neumann ∂σX(σ = 0, π) = 0 sur la oordonnée ompate par la
ondition de Dirihlet ∂τX(σ = 0, π) = 0, traduisant le fait que les extrémités de la
orde ouverte sont attahées à un point xe dans la diretion X , soit sur une 8-brane
de l'espae-temps. Le moment n'est alors plus onservé, mais l'enroulement autour
‡13NL ontient ii les osillateurs fermioniques demi-entiers.
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Fig. 3.2: A gauhe : utuation à l'ordre du disque du hamp de ordes ouvertes en
présene d'une D-brane ; à droite : utuation à l'ordre de l'anneau du hamp de ordes
ouvertes en présene de deux D-branes, ou de manière équivalente, éhange de ordes
fermées entre elles-i.
de la diretion ompate devient un bon nombre quantique. La T-dualité peut être
appliquée dans plusieurs diretions distintes suessivement de manière à générer des
p-branes de toute dimension dites D-branes. La 9-brane orrespond à la propagation
libre des ordes ouvertes, mais la présene de N d'entre elles revient à attaher un
fateur de Chan-Paton U(N) aux extrémités des ordes ouvertes orientées ‡14. Ces D-
branes apparaissent omme des objets inniment massifs, étendus longitudinalement
et loalisés transversalement dans la théorie de perturbation.
L'éhange de moment ave les utuations du hamp de ordes ouvertes en sa
présene onfère à la D-brane une dynamique justiant ette appellation de membrane.
Les modes de masse nulle des ordes ouvertes attahées à la D-brane orrespondent en
partiulier aux degrés de liberté de la D-brane. Contrairement à la théorie des ordes
ouvertes libres où es modes se propagent dans l'espae-temps à dix dimensions,
la brisure de la symétrie de translation par la D-brane réduit leur dépendane aux
oordonnées longitudinales, et ils ne propagent don plus que sur le volume d'univers
de la D-brane. Ils se ouplent néanmoins aux modes des ordes fermées de l'espae-
temps à dix dimensions, et en partiulier au graviton. Le potentiel veteur Aµ de la
théorie des ordes ouvertes libres donne ainsi naissane à 9 − p hamps AI , salaires
du point de vue du volume d'univers de la D-brane et orrespondant aux utuations
de position transverses à la D-brane, et un hamp de jauge Aµ se propageant sur e
volume d'univers ; à es utuations marginales s'ajoutent les modes massifs des ordes
‡14SO(N) ou Sp(N/2) dans le as des ordes non orientées. En partiulier, dans la théorie de type
I, la symétrie de jauge SO(32) peut être interprétée omme la présene de 16 D9-branes.
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ouvertes, dont l'intégration onduit à une ation eetive pour les degrés de liberté
AI et Aµ de la D-brane. Cette ation peut être aisément déterminée par T-dualité à
partir de l'ation eetive du hamp de jauge Aµ de la théorie des ordes ouvertes
libres [Lei89℄. Ce hamp de jauge ouple au bord de la surfae d'univers de la orde
ouverte par une ligne de Wilson
∮
Aµ∂τX
µ
; l'amplitude à l'ordre du disque de la théorie
des ordes ouvertes en présene du hamp de fond Aµ (gure 3.2) peut être évaluée
expliitement
‡15
[ACNY87℄ et onduit à l'ation de l' életrodynamique de Born-Infeld
[BI35℄
〈e
∮
Aµ∂τXµ〉
disque
=
∫
dDx e−φ
√
det (ηµν + α′Fµν) (3.37)
où F = dA est la ourbure du hamp de jauge A. Cette ation restitue aux énergies
basses devant 1/
√
α′ l'ation de Maxwell ordinaire, mais la orrige par des interations
à nombre de dérivées arbitraires
‡16
. La T-dualité dans la diretion I remplae le ou-
plage de jauge
∫
AI∂τX
I
par un ouplage transverse
∫
AI∂σX
I
au ux d'impulsion pI
traversant l'extrémité de la orde vers la D-brane. Le hamp AI apparaît don bien
omme la variable onjuguée au moment de la D-brane, soit omme la position xI dans
la diretion I. L'életrodynamique de Born-Infeld (3.37) donne alors sous ette réinter-
prétation l'ation de Dira-Born-Infeld [Dir62℄ dérivant la dynamique de la Dp-brane
S =
∫
dp+1x e−φ
√
det (gˆµν + α′Fµν) (3.38)
où gˆ représente la métrique induite sur le volume d'univers par le plongement xI . En
partiulier, la tension de la Dp-brane est donnée par
Tp = e
−φ/(α′)
p+1
2
(3.39)
très supérieure à elle de la orde fondamentale à faible ouplage, mais aussi très
inférieure à elle en 1/g2 des solitons des théories des hamps habituelles.
L'ation de Born-Infeld peut être aisément généralisée en présene d'un hamp de
fond de tenseur antisymétrique de Neveu-Shwarz Bµν . Celui-i ouple à la surfae
d'univers par un terme topologique
∫
Bˆ, invariant sous la transformation de jauge
B → B+dΛ à un terme de bord près ∮ Λ qui peut être absorbé dans une transformation
‡15
aux termes ontenant des dérivées de F près.
‡16
Cette série est générée par le développement de la raine arrée, et non pas du déterminant qui
ontient les termes F 2k, k = 1 . . . [D/2]. La raine arrée peut du reste être éliminée en introduisant
un hamp auxiliaire :
√
x = 〈1
2
(v + x/v)〉v.
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du hamp de jauge de volume d'univers de la D-brane A → A − Λ. La ourbure
généralisée Fµν + Bˆµν est alors invariante de jauge, et remplae F dans l'équation
(3.38).
Nous avons jusqu'à présent dérit les D-branes dans le adre de la théorie des ordes
ouvertes. Elles existent tout autant dans les théories des superordes de type I et II, où
elles dérivent des états 1/2-BPS saturés
‡17
. Cette propriété apparaît par exemple dans
l'annulation de l'interation à une boule de deux D-branes parallèles statiques (gure
3.2), donnée par la fontion de partition de la théorie de superordes sur l'anneau.
L'ation de Born-Infeld est alors omplétée par des termes fermioniques de manière à
former une théorie de volume d'univers invariante sous la moitié des supersymétries de
la théorie libre. L'autre moitié, brisée spontanément par la présene de la D-brane, est
réalisée non-linéairement sur le volume d'univers.
Comme remarqué par Polhinski, l'annulation du potentiel d'interation statique
entre deux D-branes parallèles résulte de la ompensation entre les interations grav-
itationnelles du seteur de Neveu-Shwarz et les interations de jauge du seteur de
Ramond. Elle implique en partiulier que la Dp-brane est hargée sous le potentiel de
Ramond Rp+1, et porte la harge minimale permise par la ondition de quantiation
de Dira. L'ation de la D-brane omprend don, en sus de l'ation de Born-Infeld
(3.37), le ouplage topologique de Wess-Zumino
S =
∫
dp+1x eF+BˆRˆ , (3.40)
où l'intégrale séletionne la p + 1-forme après développement en série de l'exponen-
tielle [GHT96, GHM97℄. Les Dp-branes peuvent ainsi être identiées aux p-branes
des théories de supergravité de type I et II hargées sous es mêmes hamps, et en
fournissent une desription en termes de théorie onforme. Certaines ongurations
de D-branes non parallèles préservent quant à elles une fration inférieure de la super-
symétrie, et peuvent enore être identiées à des états BPS des théories de supergravité.
Si l'ation de Born-Infeld (3.38) dérit la dynamique d'une D-brane, elle ne dit
ependant rien de l'interation entre plusieurs D-branes. Celle-i peut à nouveau être
déterminée en onsidérant les utuations du hamp de ordes entre elles. Le hamp
de ordes fermées onduit aux interations gravitationnelles ordinaires, orrigées par
‡17
La struture drastiquement diérente des modes gauhes et droits dans la orde hétérotique em-
pêhe l'introdution de bord sur la surfae d'univers de la orde, et don l'existene de D-branes
hétérotiques.
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x x x3 x1 2 N
Fig. 3.3: Interations de ordes ouvertes dans un système de N D-branes parallèles.
l'eet des modes massifs. Le hamp de orde ouvertes engendre ependant de nou-
velles interations, puisque les ordes sont maintenant suseptibles d'avoir leurs deux
extrémités attahées sur deux D-branes diérentes. La masse des états fondamentaux
de es ordes M = L/α′ est proportionnelle à leur élongation L, et es modes devi-
ennent de masse nulle lorsque les deux D-branes se touhent. Le as de N D-branes
paralléles, positionnées à des absisses xi le long d'une diretion ompate (gure 3.3)
est partiulièrement simple : sous la T-dualité il orrespond à N 9-branes, soit à la
présene de fateurs de Chan-Paton U(N) aux extrémités de la orde ; la symétrie
de jauge est ependant brisée en U(1)N par l'holonomie du hamp de jauge autour du
erle 
e2πix1/R
e2πix2/R
. . .
e2πixN/R
 ∈ U(N) (3.41)
La oïnidene de n D-branes s'aompagne don d'une restauration de symétrie non
abélienne U(n)×U(1)N−n dont les n2 bosons veteurs non abéliens orrespondent aux
ordes de masse nulle joignant les n D-branes deux à deux. La dynamique eetive
dérivant es modes peut en prinipe enore être obtenue à partir de l'ation eetive
d'un hamp de jauge non-abélien U(N) en théorie de type I ; la non ommutativité
des hamps de jauges matriiels Aµ ∈ su(N) empêhe une évaluation expliite de
l'amplitude à une boule généralisant l'équation (3.37)
‡18
; la limite de basse énergie
est ependant non ambiguë, et orrespond à une théorie de Yang-Mills supersymétrique
‡18
Dans le as non abélien, en raison de la relation [D,D]F = [F, F ], la distintion entre termes
dérivatifs et ommutateurs n'existe plus, et on est don réduit à garder ou omettre tous les deux. Dans
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‡19
non abélienne de groupe de jauge U(N). Les hamps de jauge AI deviennent par
T-dualité les positions non abéliennes transverses des D-branes [Wit96a℄, sujettes au
potentiel salaire
V = tr [X i, Xj][Xi, Xj] (3.42)
Dans la phase de Higgs, les matries de positions ommutent et peuvent être simul-
tanément diagonalisées : on reouvre ainsi la notion de position individuelle de haque
D-brane. Au voisinage des points de symétrie étendue, où deux valeurs propres des
matries de position oïnident, les utuations des degrés de liberté non diagonaux
induisent des eets de ohérene et seule la position du entre de masse, orrespon-
dant au fateur diagonal U(1) ⊂ U(N), est bien dénie. Cette non-ommutativité
de l'espae-temps n'est pas sans rappeler la géométrie non ommutative formulée par
A. Connes [Con94℄, mais la onnetion n'a jusqu'a présent pas été formulée en toute
généralité. Bien qu'inomplète, ette formulation est partiulièrement adaptée à l'étude
des états liés de D-branes : l'approximation de basse énergie à l'ation de N D-branes
est alors susante, et les états liés peuvent être identiés aux états du vide super-
symétriques de la théorie de Yang-Mills U(N). L'absene de mass gap dans es théories
en rend ependant l'étude déliate, et seule l'existene d'états liés pour N = 2 a jusqu'à
présent pu être prouvée ; l'uniité de l'etat lié de N D0-branes, à la base de nombreuses
onjetures de dualité, est enore inertaine.
3.3.4 Orbifolds et ompatiation sur K3
La ompatiation toroïdale que nous avons dérite jusqu'à présent, n'agissant que
sur les modes zéros bosoniques, préservait la totalité des supersymétries de la théorie
non ompatiée. La supersymétrie peut être réduite de manière ommode en jaugeant
une symétrie disrète de l'espae-temps [DHVW85, DFMS87℄. L'espae résultant, dit
orbifold, présente des singularités aux points xes de la symétrie, mais la théorie on-
forme orrespondante est parfaitement régulière, omme l'atteste l'équivalene de la
ompatiation sur l'orbifold S1/Z2 de rayon R =
√
α′ ave la ompatiation sur
le seond as, on obtient une relation analogue à (3.37) où la trae symétrisée dans la représentation
adjointe de U(N) apparaît devant la raine arrée [Tse97℄. Les eets onjugués de non linéarité et
de non ommutativité sont ependant gâhés par ette approximation. Le ouplage topologique est
quant à lui donné exatement par la trae de l'équation (3.40), où la ourbure généralisée doit être
lue F + Bˆ · I.
‡19
à 16 harges supersymétriques en type II, ou 8 harges en type I.
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un erle de rayon R = 2
√
α′. L'invariane modulaire impose l'inlusion d'états dits
twistés en sus des états de la théorie originale invariants sous la symétrie. Les états
twistés orrespondent aux ordes fermées à une ation de la symétrie près, soit aux états
enerlant les singularités de l'orbifold. En partiulier, le seteur de masse nulle on-
tient les modes non twistés orrespondant aux modules de la théorie initiale préservant
l'existene de la symétrie, ainsi que les modes de résolution (blow-up modes) paramè-
trant la résolution de haque singularité de l'orbifold. L'exemple le plus simple onsiste
à jauger la symétrie Z2 : X
I → −XI renversant toutes les oordonnées X i du tore T d.
La fontion de partition bosonique peut s'érire en terme des blos onformes twistés
Zd,d
[
h
g
]
:
Zorbd,d =
1
2
1∑
g,h=0
Zd,d
[
h
g
]
, (3.43a)
Zd,d
[
0
0
]
= Zd,d , Zd,d
[
h
g
]
= 2d
|η|3d∣∣∣ϑ[1+h1+g]∣∣∣d , (h, g) 6= (0, 0) , (3.43b)
où h = 0 (resp. 1) dans le seteur non twisté (resp. twisté), et où g = 1 orrespond
à l'insertion de l'opérateur de symétrie. Les blos twistés (h, g) 6= (0, 0) ne dépendent
pas des modules non twistés GIJ , BIJ , la symétrie Z2 ne laissant que le seteur de
harges nulles mI = n
I = 0. Ils dépendraient en revanhe des modules de résolution si
on éartait marginalement la théorie onforme du point d'orbifold T d/Z2. Dans le as
des théories de superordes, l'invariane du ourant de supersymétrie de surfae d'u-
nivers impose que la symétrie agisse également sur les fermions selon ψµ → −ψµ. Pour
d ≤ 3, ette ation brise la supersymétrie d'espae-temps ‡20. Pour d = 4, une moitié
de la supersymétrie est préservée par la projetion. L'orbifold T 4/Z2 représente en eet
le prototype
‡21
d'une surfae K3, 'est-à-dire une variété (éventuellement singulière)
kählérienne ompate de dimension 4, simplement onnexe, et de ourbure de Rii
triviale. Ces onditions assurent l'existene d'un spineur ovariantement onstant, et
don d'une supersymétrie résiduelle. Compte tenu du rle entral joué par les om-
patiations sur K3 dans les onjetures de dualité et dans les travaux présentés en
‡20
En eet, le spineur de Majorana-Weyl à 10 dimensions se réduit en un spineur de Majorana en
dimension 9, un spineur de Weyl en dimension 8, et un spineur de Dira en dimension 7. Ce n'est
qu'en dimension 6 qu'il se sinde en deux spineurs dont l'un peut être projeté sous la symétrie Z2.
‡21
Il existe trois autres modèles d'orbifolds abéliens de K3 : T
4/Z3, T
4/Z4, T
4/Z6. Le groupe disret
Zn agit dans tous es as sur les oordonnées omplexes du 4-tore par (z1, z2)→ (e2πi/nz1, e−2πi/nz2).
Cette ation préserve en partiulier la deux-forme holomorphe dz1 ∧ dz2.
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appendie B et F de e mémoire, nous onsarerons le reste de ette setion à dérire
les aspets les plus importants de es surfaes, renvoyant à la référene [Asp96℄ pour
une présentation plus approfondie.
En réalité, 'est de la surfae K3 qu'il faudrait parler : toutes les surfaes K3 sont
en eet diéomorphiquement équivalentes. Elles dièrent ependant dans le hoix de la
2-forme holomorphe Ω dénissant la struture omplexe, et de la lasse de Kähler J . Le
théorème de Calabi et Yau assure l'existene et l'uniité d'une métrique de ourbure
de Rii nulle (ou métrique d'Einstein) es deux strutures étant xées [Yau77℄. Toutes
deux peuvent être spéiées en termes de veteurs dans le réseau de ohomologie de
K3, qu'il est aisé de déterminer au point d'orbifold T
4/Z2 : de la ohomologie du tore
T 4, seuls subsistent les formes non twistées 1, dxi ∧ dxj, dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4. La
résolution de haune des 16 singularités de type C2/Z2 (soit A1 dans la lassiation
des singularités des surfaes omplexes) introduit autant de deux-yles non triviaux ;
la ohomologie totale est résumée dans le diamant de Hodge
h0,0
h1,0 h0,1
h2,0 h1,1 h0,2
h2,1 h1,2
h2,2
=
1
0 0
1 (4 + 16) 1.
0 0
1
(3.44)
pour une aratéristique d'Euler χ = 24. Le seond groupe de ohomologie H2(K3,Z)
est partiulièrement important, puiqu'il peut être munie d'une forme d'intersetion
α#β =
∫
K3
α ∧ β de signature (3, 19), et à valeurs entières paires. La dualité de de
Rham identie en outre H2(K3,Z) ave son dual H
2(K3Z). H2(K3,Z) onstitue don
un réseau pair autodual, analogue au réseau de Narain dénissant les ompatiations
toroïdales hétérotiques. Le hoix de la 2-forme holomorphe et de la 2-forme de Kähler
dénissent trois veteurs Ω, Ω¯, J de H2(K3,Z). La surfae K3 étant hyperkählérienne,
elle n'est ependant pas aetée par une rotation SO(3) de es trois objets. Le hoix de
la métrique d'Einstein sur la variété K3 est don paramétré par l'espae des modules
homogène
O(3, 19,Z)\O(3, 19,R)/(SO(3,R)× SO(19,R))× R+, (3.45)
orrespondant au hoix d'un 3-plan dans l'espae vetoriel H2(K3,R) ∼ R3,19, aux
diéomorphismes SO(3, 19,Z) du réseau H2(K3,Z) près. Le fateur R
+
orrespond lui
au volume de la métrique d'Einstein.
3.3 Compatiation et T-dualité 91
La donnée de la métrique d'Einstein ne sut ependant pas à dénir la théorie
des ordes sur et espae : il faut enore spéier la valeur moyenne du tenseur anti-
symétrique Bµν , ainsi que des tenseurs de jauge de Ramond dans les superordes de
type II, ou des hamps de jauge dans le as des superordes hétérotiques et de type I.
Nous laissons e dernier as de té dans ette thèse, puisque nous nous restreignons
aux situations ave au moins 16 superharges de symétrie. Les valeurs moyennes du
tenseur antisymétrique Bµν peuvent être mesurées par les 22 intégrales
∫
γI
B sur les
deux-yles de K3, et étendent l'espae des modules à [Sei88℄
O(4, 20,Z)\O(4, 20,R)/(O(4,R)×O(20,R)) (3.46)
auquel il faut enore ajouter un fateur R+ orrespondant au dilaton. La symétrie
O(4, 20,Z) ontient la symétrie géométriqueO(3, 19,Z) préédente, mais l'étend par des
transformations supplémentaires mélangeant la métrique et le tenseur antisymétrique.
Ces transformations orrespondent aux symétries miroir des modèles sigma non-linéaires
sur les espaes de Calabi-Yau, et orrespondent à des dualités perturbatives des théories
des ordes analogues aux T-dualités des ompatiations toroïdales. Dans le as des
superordes de type IIA ompatiées sur K3, on obtient ainsi l'espae des modules
omplet, ar les hamps de Ramond, orrespondant à des formes diérentielles de degré
impair, ne génèrent pas de degrés de liberté salaires sur K3. En revanhe, dans le as
IIB, il faut enore inlure la valeur moyenne du salaire de Ramond a, les 22 ux
∫
γI
B
du tenseur antisymétrique de Ramond à travers les deux-yles de K3 ainsi que le ux
total
∫
K3
D de la 4-forme D. Ave le fateur du dilaton, es hamps se ombinent en
l'espae des modules de type IIB
O(5, 21,R)/(O(5,R)× O(21,R)) (3.47)
pour lequel il est naturel de onjeturer une identiation sous le groupe O(5, 21,Z).
Cette dualité est ependant non perturbative, ar mélangeant le dilaton ave les paramètres
géométriques de la ompatiation. Notons qu'on ne sait dénir la théorie des ordes
perturbativement que pour une valeur moyenne nulle des hamps de Ramond.
Les ompatiations sur K3 permettent ainsi de réduire la dimension de l'espae-
temps à D = 6 tout en onservant la moitié des supersymétries. La dimension D = 4
peut être atteinte par ompatiation supplémentaire
‡22
sur un tore T 2. On ob-
‡22
On peut aussi envisager la ompatiation de dix dimensions à quatre sur un espae de Calabi-
Yau à six dimensions [CHSW85℄. Ce as ne préserve ependant qu'un quart des supersymétries, aussi
l'omettrons nous dans e mémoire.
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tient ainsi, partant de la théorie des ordes de type IIA ou IIB, une théorie super-
symétrique N = 4 en dimension 4. L'espae des modules ontient l'espae des modules
SO(4, 20,R)/SO(4)× SO(20) × R+ de la théorie sur K3 ainsi que les modules T, U
de la ompatiation sur T 2. Il ontient également les valeurs moyennes des hamps
de Ramond sur les yles de K3 × T 2, ainsi que l'axion a équivalent au tenseur anti-
symétrique de Neveu-Shwarz Bµν sur la ouhe de masse. Ave le dilaton φ, e hamp
forme le salaire omplexe S = a + ie−2φ. Dans le as IIA, l'ensemble de es hamps
s'organise dans l'espae homogène
Sl(2,R)
U(1)
× O(6, 22,R)
O(6)×O(22) (3.48)
où le premier fateur orrespond au paramètre T et le seond rassemble S, U et les
modules de K3 et de Ramond. Le as IIB s'obtient par T-dualité T ↔ U . La enore, il
est naturel de onjeturer l'invariane de la théorie sur les transformations modulaires
Sl(2,Z)T × SO(6, 22,Z) de et espae homogène. Cet espae des modules est identique
à elui de la orde hétérotique ompatiée toroïdalement sur un tore T 6 : le fateur
Sl(2,R)/U(1) est alors interprété omme le hamp omplexe S = a+ ie−2φ de la orde
hétérotique, tandis que le seond fateur n'est autre que l'espae des modules du réseau
de Narain Γ6,22. Cette oïnidene est une des premières indiations des dualités des
superordes, vers lesquelles nous nous tournons dans la setion suivante. La S-dualité
de la théorie hétérotique est alors onséquene de la T-dualité de la théorie de type II
[FILQ90℄.
La ompatiation sur K3 × T 2 que nous venons de dérire n'est ependant pas
la seule à fournir une théorie de supersymétrie N = 4 en dimension 4. En partiulier,
la variété K3 admet, sur une sous-variété de son espae des modules, une involution
sans point xe dite involution d'Enriques
‡23
. En ombinant ette involution ave une
translation d'une demi-période sur le tore, on obtient une théorie onforme sur (K3×T2)
qui préserve la supersymétrie N = 4. La projetion élimine ependant une partie des
yles de la variété K3 × T2, soit une partie des bosons de jauge dans le spetre de
basse énergie. On obtient ainsi des théories de type II N = 4 à rang réduit, d'espae
des modules Sl(2,R)/U(1)×O(6, 6+NV ,R)/(O(6)×O(6+NV )). L'étude des orretions
de seuil gravitationnelles dans es théories et dans les théories hétérotiques duales fait
l'objet du travail en appendie B.
‡23T 4/Z2 admet ainsi les translations par une demi-période x
I → xI + 1/2 omme involutions
d'Enriques. Ces involutions identient les 16 points xes de l'orbifold deux à deux. Elles génèrent le
groupe de symétrie (D4)
4
de la théorie onforme assoiée à T 4/Z2 [DVV88℄.
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Après le long hemin qui nous a onduit des dualités életriques-magnétiques des
théories de jauge supersymétriques aux dualités d'espae-ible des théories des su-
perordes en passant par les symétries ahées et le spetre des états solitoniques de
membrane des théories de supergravité, nous avons maintenant en main les onepts
essentiels aboutissant à la onjeture de dualité des théories de superordes. Nous nous
sommes d'ailleurs à plusieurs reprises approhés de ette idée, et nous n'aurons ainsi
qu'à rassembler les notions prinipales apparues au ours de notre route.
3.4.1 Dualité des ordes N = 4 hétérotique et de type II
Comme nous l'avons dérit dans la setion préédente, les dualités d'espae-ible
réduisent à trois le nombre de théories des superordes perturbatives : les théories de
type IIA et de type IIB sont identiées par T-dualité après ompatiation sur un
erle, de même que les ordes hétérotiques de groupe de jauge SO(32) et E8 × E8.
Cette dualité ommute ave le développement perturbatif en puissanes du ouplage
g = eφ, et peut être démontrée à tout ordre. Elle peut en outre s'interpréter omme
symétrie de jauge spontanément brisée, et à e titre doit valoir également au niveau
non perturbatif.
Nous avons également renontré de nombreux indies de dualité non perturbative
entre es trois théories. Ainsi, la théorie des ordes de type IIA ompatiée sur une
variété K3 présente le même espae des modules que la théorie hétérotique ompatiée
sur un tore T 4. Cette indiation peut être renforée par l'examen des ations eetives
de basse énergie [Sen95℄. L'ation à l'ordre des arbres de la théorie hétérotique om-
patiée sur T 4 s'obtient par rédution de Kaluza-Klein de l'ation à dix dimensions :
Shet =
∫
d6x e−2φ6
[√−gR + 4(∇φ6)2 − 1
12
Hˆ ∧ ∗Hˆ + 1
8
Tr (∂M∂M−1)− 1
4
MijF
i ∧ ∗F j
]
(3.49)
où l'on a omis les hamps fermioniques et les puissanes de α′. Le ouplage g6 = eφ est
relié au dilaton de la théorie à dix dimensions par e−2φ6 = V e−2φ où V est le volume de
T 4 ; F i = dAi est la ourbure du hamp de jauge U(1) provenant de la symétrie de jauge
à dix dimensions (brisée par les lignes de Wilson) ou de la symétrie de jauge de Kaluza-
Klein ; Hˆ = dB − LijAi ∧ F j ontient les orretions de Chern-Simons usuelles dans
es rédutions ; la matrie symétrique M paramétrise l'espae des modules homogène
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SO(4, 20,R)/SO(4)× SO(20) et L désigne la métrique paire de signature (4,20). Le
fateur e−2φ6 orrespond à une ontribution à l'ordre de la sphère. D'un autre té,
l'ation de la théorie de type II réduite sur K3 s'érit
SIIA =
∫
d6x e−2φ6
[√−gR + 4(∇φ6)2 − 1
12
H ∧ ∗H + 1
8
Tr (∂M∂M−1)
]
+
∫
d6x
[
−1
4
MijF
i ∧ ∗F j + LijB ∧ F i ∧ F j
]
(3.50)
Les 24 hamps de jauge U(1) proviennent ette fois du hamp de jauge de Ramond
A, de la rédution du tenseur de jauge C = ∑I γI ∧ AI sur les 2-yles de K3 et du
tenseur C3 lui-même, équivalent à un hamp de jauge U(1) à six dimensions. Tous es
hamps proviennent du seteur de Ramond de la théorie de type IIA, et présentent
un ouplage anormal au dilaton e(χ+2)φ sur une surfae de aratéristique d'Euler χ.
On notera l'absene de orretions de Chern-Simons dans la ourbure H = dB, et la
présene d'un terme topologique B ∧ F ∧ F provenant d'un ouplage B ∧ dC ∧ dC à
dix dimensions. L'identité entre es deux ations apparaît après une transformation de
Weyl g → eφ6/2gE éliminant le fateur du dilaton devant l'ation d'Einstein-Hilbert, et
menant à l'ation eetive dans la métrique d'Einstein :
Shet =
∫
d6x
[√−gER− (∇φ6)2 − 1
12
e−2φ6Hˆ ∧ ∗Hˆ + 1
8
Tr (∂M∂M−1)
−1
4
e−φ6MijF i ∧ ∗F j
]
(3.51)
SIIA =
∫
d6x
[√−gER− (∇φ6)2 − 1
12
e−2φ6H ∧ ∗H + 1
8
Tr (∂M∂M−1)
−1
4
eφ6MijF
i ∧ ∗F j + LijB ∧ F i ∧ F j
]
(3.52)
Ces deux ations sont préisément équivalentes sous les identiations
eφ6;het = e−φ6;IIA , e−2φ6;hetHˆhet = ∗HIIA , (gE , Ai,M)het = (gE, Ai,M)IIA . (3.53)
L'identiation des métriques d'Einstein peut alternativement être prise en ompte en
transformant l'éhelle des ordes α′, de sorte que la dualité hétérotique-type II peut
être ommodément résumée par les transformations
g6 → 1/g6 , α′ → α′g26 . (3.54)
Cette dualité en partiulier inverse le ouplage g6 = e
φ6
, et éhappe don à la théorie
de perturbations. Dans es onditions, l'invariane de l'ation eetive à l'ordre des
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arbres peut sembler une bénédition exagérée : elle reète l'existene d'un théorème de
non-renormalisation de l'ation eetive à deux dérivées dans les théories à 16 super-
symétries. On ne saurait don se ontenter de l'examen de ette ation pour onlure à
la dualité exate des théories hétérotique et de type IIA à six dimensions. Notons nale-
ment qu'après ompatiation des deux théories sur un tore T 2, l'identiation (3.53)
implique l'équivalene des deux théories de supersymétrie N = 4 à quatre dimensions
résultantes sous l'éhange S ↔ T disuté à la n de la setion préédente.
Cette onjeture de dualité reçoit une onrmation supplémentaire par l'étude du
spetre des états BPS dans haque théorie. Il existe en eet dans la théorie de su-
pergravité à six dimensions deux solitons de 1-brane : l'un, régulier dans la métrique
hétérotique et singulier dans la métrique de type IIA, hargé sous le tenseur anti-
symétrique de Neveu-Shwarz Bµν , peut être interprété omme la orde fondamentale
de type IIA, apparaissant omme un soliton de la orde hétérotique ; son partenaire
magétique est au ontraire régulier dans la métrique de type IIA et singulier dans la
métrique hétérotique, et admet 24 déformations orrespondant aux ourants életriques
sous les 24 hamps de jauge U(1). Il peut don être interprété omme la orde hétéro-
tique fondamentale, apparaissant omme soliton dans la orde de type IIA [Sen95℄
Le spetre des états pontuels peut aussi être mis en orrespondane préise
‡24
. Ces
états BPS orrespondent aux exitations des osillateurs droits (non supersymétriques)
de la orde hétérotique
‡25
, les osillateurs gauhes étant dans leur état fondamental. La
ondition de level mathing pour NL = 0 impose don
NR − 1 = 1
2
(P 2L − P 2R) =
1
2
qtLq , (3.55)
où qi est le veteur des 24 harges entières sous les hamps de jauge U(1), et L la
métrique de signature (4,20). Cette équation ne détermine que le nombre total d'exi-
tations des osillateurs bosoniques droits α¯−n. Pour haque valeur de NR, le nombre
de possibilités d(NR), et don la dégénéresene de l'état de harges q
i
, est donné par
la fontion de partition∑
d(N)qN−1 =
1
q
∏∞
n=1(1− qn)24
=
1
η24(τ)
, q = e2πiτ . (3.56)
‡24
Le matériel présenté dans ette setion apparaît dans la seonde partie de l'artile en appendie
B, où il permet l'identiation des ontributions non perturbatives aux ouplages salaires à quatre
dérivées dans la théorie de type II ompatiée sur K3 × T 2.
‡25
Les exitations BPS de la orde de type IIA se restreignent aux états de masse nulle et n'apportent
don pas de nouvelle onrmation de la dualité.
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La masse arrée est quant à elle donnée, dans la métrique hétérotique, par
M2het =
1
2
(P 2L + P
2
R) +NL +NR − 1 = P 2L =
1
2
qt(M + L)q . (3.57)
En partiulier, es états deviennent de masse nulle aux points où P 2L = 0 soit NR = 0
et P 2R = 2, orrespondant aux points de symétrie étendue de la orde hétérotique.
Dans la métrique de type IIA, la masse arrée présente le omportement non per-
turbatif en M∼ 1/g aratéristique des D-branes :
M2IIA =
1
2
e−2φ6;IIAqt(M + L)q . (3.58)
tandis que les harges qi orrespondent maintenant aux harges sous les 24 hamps
de jauge du seteur de Ramond de la théorie de type IIA. Ces états peuvent don
être identiés ave les D0,D2,D4-branes de la théorie de type IIA enroulés autour
d'un yle supersymétrique γ de la variété K3. Les harges q
i
orrespondent alors aux
nombres d'enroulement de la D-brane autour de haun des 24 yles γi de K3, soit
aux oeients du développement γ =
∑
qiγi du yle γ sur le réseau d'homologie
de K3. La norme entière q
tLq orrespond alors au nombre d'auto-intersetion γ#γ du
yle (égale à sa aratéristique d'Euler dans le as d'un 2-yle),et qt(M −L)q à son
aire arrée. Pour être orrete, la dualité hétérotique-type IIA prévoit don le nombre
de yles supersymétriques Ns(q) homologiquement équivalents à
∑
qiγi :
Ns(q) = d
(
1 +
1
2
qtLq
)
. (3.59)
Bershadsky et al. ont testé ette prédition en étudiant la théorie topologiquement
twistée sur le volume d'univers des D-branes [BVS96℄ ; Zaslow et Yau en ont donné une
reformulation dans le adre de la géométrie algébrique et ont pu en vérier l'exatitude
pour
1
2
qtLq < 6[YZ96, Bea97℄. Cette prédition est réalisée naturellement dans les
orretions non perturbatives étudiées dans l'appendie F de e mémoire.
Les points de symétrie étendue de la orde hétérotique orrespondent aux points de
l'espae des modules de K3 où la variété devient singulière, soit lorsqu'un ou plusieurs
yles deviennent d'aire nulle. Les D-branes enroulées autour de es yles évanesents
génèrent les partiules de masse nulle d'une symétrie de jauge non abélienne déterminée
par la matrie d'intersetion des yles. Les singularités des surfaes K3 ont été lassées
dans la littérature mathématique et se restreignent préisément aux singularités de
type ADE, en aord ave les symétries de jauge observables du té hétérotique.
Cette préise orrespondane des spetres BPS des deux théories onstitue l'ar-
gument le plus fort en faveur de la dualité des théories hétérotique et de type IIA
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ompatiées sur T 4 et sur K3 respetivement. Le leteur septique pourrait epen-
dant ave raison argumenter que toutes es indiations ne onernent que le seteur
BPS visible de la théorie, et ne présument rien du seteur ahé de l'ieberg, sur
lequel se brisent toutes les approhes. Les ontraintes de ohérene de la théorie des
ordes suggèrent néanmoins que l'identité des seteurs BPS puisse sure à entraîner
l'identité omplète. On notera également que la théorie hétérotique perturbative appa-
raît beauoup plus omplète que la théorie de type IIA, qui néessite l'introdution des
D-branes non perturbatives pour dérire le spetre BPS.
3.4.2 Dualités et uniité
Première à être déouverte, la dualité N=4 hétérotique-type II s'insrit maintenant
dans un éheveau omplet de dualités qui a reçu de nombreuses onrmations. Ce
mémoire n'a pas voation à en donner une revue exhaustive, aussi nous bornerons nous
à en dérire la struture générale sans entrer dans tous les détails.
Des inq théories des ordes perturbatives, la T-dualité après ompatiation sur
un erle ne laisse que trois théories apparamment distintes : la théorie SO(32) de
type I, la théorie hétérotique (de groupe de jauge SO(32) ou E8 × E8) et la théorie
de type II (A ou B). Ces théories sont identiées par les dualités non perturbatives
suivantes :
 La dualité hétérotique - type I identie les deux théories des ordes de super-
symétrie N = 1 et groupe de jauge SO(32) à dix dimensions. Les deux ations
eetives de basse énergie sont identiques sous l'inversion du ouplage g = eφ et
hangement d'éhelle
g → 1/g , α′ → α′g (3.60)
et l'identiation du tenseur Bµν de la orde hétérotique ave le tenseur Bµν du
seteur de Ramond des ordes fermées de la orde de type I. La orde hétéro-
tique, hargée sous Bµν , peut être identiée ave la D1-brane de la théorie de type
I, hargée sous Bµν [HS95℄. Les hamps de la surfae d'univers de la D1-brane,
orrespondant aux modes de masse nulle des ordes ouvertes dont la ou les ex-
trémités sont attahées à la D-brane, orrespondent préisément aux oordonnées
de plongement et aux hamps onstruisant l'algèbre de ourant SO(32) sur la sur-
fae d'univers de la orde hétérotique. La 5-brane hétérotique peut également être
identiée à la D5-brane de la théorie de type I. Après ompatiation sur un
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tore, les points de symétrie étendue de la théorie hétérotique sont assoiés à des
points de fort ouplage loal
‡26
de la théorie de type I [PW96℄.
 L' auto-dualité de la théorie de type IIB identie ette dernière sous les transfor-
mations modulaires Sl(2,Z)B du salaire omplexe τ = a+ ie−φ. Cette symétrie
assoie à la orde fondamentale de harges életriques (1,0) sous les deux tenseurs
de jauge (Bµν ,Bµν) un multiplet de ordes de harges (p, q), identiques en tout
point à la orde fondamentale, et de tension 1/α′(p,q) = |p + qτ |/α′ [Sh95℄. La
D3-brane est invariante sous ette dualité, mais elle-i agit par dualité életrique-
magnétique dans la théorie de jauge N = 4 dérivant le volume d'univers de la
D3-brane [Tse96℄. Les solitons de harge (p, q) de ette théorie de jauge sont inter-
prétés omme les extrémités des ordes de type (p, q) s'attahant à la D3-brane.
La NS5-brane et la D5-brane forment quant à eux deux membres d'un multi-
plet de 5-branes de harges magnétiques (p, q). Après ompatiation toroïdale
sur T d, la symétrie non perturbative Sl(2,Z)B se ombine ave la symétrie de T-
dualité SO(d, d,Z)T pour former la symétrie de U-dualité Ed+1(Z) [HT95℄. Cette
symétrie existe aussi bien dans la théorie de type IIA ompatiée sur T d, que
l'on obtient par une T-dualité de déterminant -1 arbitraire. Elle laisse invariante
l'éhelle de Plank
ld−8P =
V e−2φ
α′4
. (3.61)
 La dualité hétérotique-type II relie les ordes hétérotiques et type IIA ompati-
ées sur T 4 et K3 respetivement. La symétrie SO(4, 20),Z) du réseau de Narain
hétérotique apparaît omme la symétrie miroir assoiée à la variété K3. Les
points de symétrie étendue de la théorie hétérotique orrespondent dans la théorie
de type IIA aux points où la variété K3 devient singulière. Les états pontuels
non perturbatifs orrespondant aux D0,2,4-branes enroulées autour du ou des y-
les évanesents de K3 deviennent alors de masse nulle et engendrent la symétrie
de jauge.La dualité hétérotique-type II induit une dualité de es mêmes théories
ompatiées sur T 4 × T 2 et K3 × T2 à quatre dimensions. L'espae K3 × T 2
du té de type II peut être bré non trivialement en un espae de Calabi-Yau
de dimension 6 de manière à obtenir une ompatiation N = 2 à quatre di-
mensions. La dualité hétérotique-type II ontinue à valoir à ondition de brer
l'espae hétérotique T 4 × T 2 en une variété T 2 ×K3.
‡26
Le hamp de fond du dilaton de type I n'est en eet pas uniforme sur le erle.
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 La ompatiation de la théorie de type IIB sur une variété K3 onduit en
revanhe à une théorie hirale à seize harges supersymétriques, où la dual-
ité Sl(2,Z)B se ombine ave la symétrie miroir SO(4, 20,Z) en un groupe de
U-dualité SO(5, 21,Z). La orde fondamentale est alors membre d'un multiplet
ontenant les D1,3,5-branes enroulées sur les 0,2,4-yles de K3, ainsi que leurs
partenaires sous la symétrie Sl(2,Z)B. Les points singuliers de K3 orrespondent
à l'apparition de ordes de tension nulle et don de tours d'états solitoniques non
massifs.
Ces relations de dualité déterminent la dynamique à fort ouplage des théories de type
IIB, type I et hétérotique SO(32). La dynamique à fort ouplage des théories de type
IIA et hétérotique E8 × E8 peut a priori être obtenue après ompatiation sur un
erle de rayon R xe, T-dualité (eφ, R) → (eφ′, R′) = (eφ/R, 1/R), puis S-dualité
(eφ/R, 1/R) → (eφ′′ , R′′) = (Re−φ,√Re−φ/2) vers la théorie de type IIB ou I respe-
tivement. Si ette dernière théorie est faiblement ouplée (eφ
′′ ∼ e−φ → 0), elle ne se
réduit pour autant pas à la théorie perturbative orrespondante, en raison du rétréisse-
ment simultané du erle de rayon R′′ ∼ e−φ/2 → 0. En partiulier, les D1-branes des
théories de type I ou IIB enroulées autour du erle de rayon R′′ donnent lieu à des
états de masse e−φ
′′
R′′ ∼ eφ/2 omparable à la masse des exitations de Kaluza-Klein
de masse 1/R′′ ∼ eφ/2.
Le régime de fort ouplage des théories de type IIA et hétérotique E8×E8 peut en
revanhe être déterminé dans la limite de basse énergie. En eet, la théorie des ordes
de type IIA est dérite aux énergies inférieures à l'éhelle des ordes par la rédution de
la supergravité à onze dimensions sur un erle de rayon R11 = l11e
2φ/3
. Cette relation,
observée sur l'ation eetive à l'ordre des arbres de la théorie de type IIA, persiste
pour toute valeur du ouplage, en raison de la non-renormalisation de l'ation à deux
dérivées des théories à 32 supersymétries. Elle s'étend également aux énergies de l'ordre
de 1/R11, grâe à l'identiation des états liés de N D0-branes de la théorie de type
IIA ave les états de Kaluza-Klein de moment N/R11 orrespondant à la rédution du
supergraviton à onze dimensions
‡27
[Tow95, Wit95b℄. A fort ouplage, les D0-branes
deviennent de masse nulle et la théorie de type IIA développe une onzième dimension
non ompate. La dimension ritique D = 10 de la théorie des superordes de type
IIA apparaît don omme un artefat de la théorie de perturbations. Ce point de vue
‡27
La validité de ette identiation repose sur l'existene d'un unique état lié marginal de N D0-
branes, soit un unique vide supersymétrique dans une théorie de jauge U(N) à seize superharges.
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supprime également la distintion entre états fondamentaux et états solitoniques : la
orde fondamentale et la D2-brane ne sont que les rédutions diagonale et vertiale
d'une membrane de la théorie à onze dimensions, tandis que les D4-branes et 5-brane
de Neveu-Shwarz orrespondent aux desendants d'une unique 5-brane à onze dimen-
sions. La D6-brane, hargée magnétiquement sous le hamp de jauge de Kaluza-Klein
Aµ, peut enore être identiée au monople magnétique de Kaluza-Klein sous la rédu-
tion dimensionnelle [Tow95℄. Enn, la ompatiation de la théorie à onze dimensions
sur un segment S1/Z2 peut être identiée ave la théorie des ordes hétérotiques E8×E8.
L'invariane de jauge apparaît sous la forme de multiplets vetoriels à dix dimensions
se propageant sur les 9-branes à haque extrémité du segment. Ces états sont analogues
aux états twistés des onstrutions d'orbifold, bien qu'ils ne soient plus imposés par
une ondition d'invariane modulaire, mais par la ompensation loale de l'anomalie
de ette théorie hirale. Tout omme la onzième dimension disparaît dans la théorie de
perturbation de type IIA, l'éart entre les deux 9-branes s'annule en théorie des per-
turbations hétérotique, menant à une théorie des superordes en dimension ritique.
La orde fondamentale hétérotique peut alors être interprétée omme la membrane de
la théorie à onze dimensions suspendue entre les deux 9-branes.
Les inq théories de superordes et la supergravité à onze dimensions apparaissent
ainsi omme inq diérentes faettes d'une théorie non perturbative des superordes,
plus ommunément nommée M-théorie, dont la formulation ab initio reste enore Mys-
térieuse. Les théories de ordes et leurs dualités dénissent la M-théorie omme les
artes et fontions de transitions dénissent une variété diérentielle, aux restritions
près que la théorie n'est dénie qu'asymptotiquement sur haque arte, tandis que
la ompatibilité des fontions de transitions n'est aquise que dans le seteur BPS.
Membranes et 5-branes semblent en tenir les rles prinipaux, mais les tentatives de
quantiation se heurtent aux non-linéarités de leur propagation libre. L'inlusion non
perturbative de leurs interations semble du reste enore plus inaessible. Plusieurs
tentatives de dénition totalement orthogonales à ette approhe ont été proposées, les
unes basées sur des modèles de matrie supersymétriques, d'autres sur une théorie de
Chern-Simons à onze dimensions [Hor97℄. La formulation de Banks, Fishler, Shenker
et Susskind semble pour le moment la plus prometteuse, et fera l'objet du dernier
hapitre de e mémoire. En l'attente d'une formulation non perturbative ab initio de la
M-théorie, une approhe moins ambitieuse et plus pragmatique onsiste à étudier dans
quelle mesure les méthodes semi-lassiques de la théorie des hamps peuvent s'étendre
à la théorie des ordes. Cette étude onstitue le oeur de e travail de thèse, et fait
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l'objet du hapitre que nous abordons maintenant.
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Chapitre 4
Approhe semi-lassique à la
M-théorie
Les méthodes semi-lassiques gurent parmi les rares outils d'investigation des
théories de hamps non intégrables au niveau non perturbatif. Elles sont partiulière-
ment adaptées aux situations où les orretions perturbatives sont nulles ou en nombre
ni : les ontributions des points-selle de l'ation mirosopique, ou instantons, four-
nissent les premières orretions non perturbatives à es amplitudes. Par hane, de
nombreuses quantités physiques des théories de superordes sont protégées des orre-
tions perturbatives par des théorèmes de non renormalisation. Par malhane, l'ation
mirosopique de la théorie non perturbative des superordes n'est pas onnue, et les
règles de somme sur les points-selle, sinon les points-selle eux-mêmes, sont indéter-
minés. Les théories de supergravité, dérivant les théories de ordes à basse énergie,
fournissent une première détermination du spetre des instantons. Les dualités des
théories de ordes sont quant à elles assez strites pour autoriser la détermination ex-
ate de ertaines amplitudes physiques. Le développement de es amplitudes à faible
ouplage met en évidene une somme d'eets non perturbatifs que l'on peut herher
à interpréter omme la ontribution des points-selle de la M-théorie. On peut ainsi par
reoupement déterminer les règles du alul semi-lassique dans une théorie dont on
ne onnaît pas la formulation mirosopique, et espérer les appliquer dans les situa-
tions où les ontraintes de dualité et de supersymétrie sont insusantes. Cette ligne
diretrie m'a ainsi onduit à étudier les eets non-perturbatifs dans les ouplages grav-
itationnels en R4 des théories de type II à supersymétrie maximale (annexes C,D et
E) ; les ouplages salaires à quatre dérivées dans les théories de type II à 16 harges
supersymétriques (annexe F) ; et les ouplages gravitationnels en R2 dans es mêmes
104 Approhe semi-lassique à la M-théorie
théories (annexe B). Ces amplitudes physiques présentent le dénominateur ommun
de ne reevoir de ontributions que de ongurations solitoniques préservant la moitié
des supersymétries. Cette propriété de saturation BPS va de pair ave la propriété de
non renormalisation et simplie onsidérablement l'identiation des instantons on-
tribuant à l'amplitude. Dans e hapitre, nous introduirons et disuterons les résultats
obtenus dans es travaux, renvoyant aux artiles eux-mêmes pour la dérivation.
4.1 Calul semi-lassique en M-théorie
4.1.1 Instantons de surfae d'univers et instantons d'espae
temps
La notion d'approximation semi-lassique renvoie en général à la limite ~ → 0 et
aux ares liés au rétablissement d'un symbole si étroitement identié à 1 et ses multi-
ples. Dans le as des théories de jauge, la normalisation standard de l'ation identie
la onstante de ouplage à ~, et la limite semi-lassique est aussi une limite de faible
ouplage. Dans le as des théories de ordes, il faut distinguer l'ation de la orde, dite
de première quantiation, de l'ation du hamp de orde, orrespondant à la seonde
quantiation. ~ joue le même rle que α′ dans le premier as, et le développement
semi-lassique orrespond à un développement de basse énergie. Il prend en ompte
les ongurations d'instantons du modèle sigma bidimensionnel, dits instantons de
feuille d'univers (worldsheet instantons), dans lesquels la surfae d'univers s'enroule
autour d'un yle non trivial de l'espae-ible. Ces instantons génèrent des eets d'or-
dre e−A/α
′
, où A est l'aire du yle, et peuvent apparaître à tout ordre de la théorie
de perturbation en g = eφ. Le seond as est malheureusement moins expliite, l'a-
tion du hamp de orde n'étant pas onnue. La onstante de Plank doit ependant y
apparaître omme diviseur ommun, et le développement semi-lassique est alors un
développement autour des solutions lassiques de l'équation du mouvement des hamps
de ordes. Ces équations du mouvement se déomposent en autant d'équations que de
modes propres de la orde, et les ongurations d'instanton dérivent la onguration
de tous es modes. L'eet des modes massifs peut ependant être intégré de manière à
ne laisser que la dynamique eetive des hamps de masse nulle, dérite par une ation
où (à l'ordre des arbres) le dilaton apparaît omme fateur global. L'approximation
semi-lassique orrespond don à toutes ns utiles à une approximation de faible ou-
plage. Les instantons orrespondants, dits instantons d'espae-temps, ontribuent aux
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amplitudes par un fateur e−S où S représente l'ation de l'instanton.
4.1.2 Série de perturbation et eets non-perturbatifs
Les instantons orrespondent aux transitions entre plusieurs vides perturbatifs d'une
théorie quantique. Ils sont partiulièrement familiers dans les théories de Yang-Mills, où
ils orrespondent aux onnexions de jauge à ourbure auto-duales F = ∗F de la théorie
eulidienne. Ces ongurations minimisent l'ation eulidienne dans le seteur de se-
onde lasse de Chern
1
8π2
∫
trF ∧F = n, et induisent des eets non perturbatifs d'ordre
e−8π
2n/g2
. Des instantons analogues apparaissent également en présene de gravitation
sous la forme d'espaes asymptotiquement loalement eulidiens (ALE spaes), de our-
bure de Riemann auto-duale (f. [EGH80℄ pour une revue détaillée). Ils génèrent des
eets du même ordre e−1/g
2
, où le ouplage 1/g2 orrespond ette fois au ouplage
gravitationnel et multiplie l'ation de Einstein-Hilbert. Ces eets sont omparables à
l'inertitude de la série perturbative asymptotique aux grands ordres de perturbation.
Les diagrammes de Feynman à l boules donnent en eet une ontribution d'ordre
C−ll!g2l à l'amplitude totale, générant des ples dans le plan de Borel. Le hoix de la
presription de ontournement des ples introduit alors après transformation de Borel
inverse des inertitudes d'ordre e−C/g
2 ‡1
.
Les théories de ordes unient en partiulier les interations de jauge et la gravita-
tion ave le même ouplage g = eφ, et doivent don inlure de tels eets non pertur-
batifs. Comme l'a remarqué Shenker, le volume de l'espae des modules des surfaes
de Riemann de genre l, analogue aux fateurs ombinatoires des diagrammes de Feyn-
man de la théorie des hamps, induit un omportement C
′−2l(2l)!g2l beauoup plus
explosif de la série de perturbation aux grands ordres, onduisant à une inertitude
d'ordre e−C
′/g
[She90℄. Bien qu'observés expliitement dans les modèles de matrie des
théories de ordes, es eets instantoniques beauoup plus importants à faible ouplage
sont restés mystérieux jusqu'à la déouverte des D-branes
‡2
, dont la masse se om-
porte préisément omme 1/g. Après rotation de Wik, es solitons donnent ainsi lieu
à des instantons dont l'ation eulidienne roît omme 1/g. La ontribution en e−1/g
peut également s'expliquer heuristiquement omme l'exponentiation de diagrammes
‡1
Je remerie V. Rivasseau pour ses expliations elairantes sur le sujet.
‡2
L'expliation de es eets ne néessite en réalité que le ouplage anormal des hamps de jauge de
Ramond au dilaton, onduisant aux solitons de supergravité de masse 1/g, et non la formulation de
es D-branes en termes de théories onformes bidimensionnelles à bord.
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de disque d'ordre g−χ = 1/g orrespondant aux surfaes d'univers des ordes ouvertes
attahées à la membrane
‡3
[Pol94b℄.
4.1.3 M-théorie et approximation semi-lassique
La M-théorie est en l'état atuel dénie par les théories de superordes qui en
donnent diérentes approximations perturbatives. Elle présente don autant d'approx-
imations semi-lassiques que de limites perturbatives, et le hoix de telle ou telle de-
sription dépend du régime des paramètres onsidéré. En partiulier, les ongurations
d'instantons dièrent d'une limite à l'autre. Elles peuvent être obtenues par l'étude
des solutions lassiques des théories de supergravité eulidiennes dérivant les modes
de masse nulle de la M-théorie dans la limite onsidérée, bien qu'on ne puisse exlure
l'existene de solutions mettant en jeu les modes massifs. Nous avons déjà disuté les
solutions des théories de supergravité minkovskiennes du spetre 1/2-BPS des théories
de ordes. Après rotation de Wik, es solitons fournissent des ongurations instan-
toniques de p-brane préservant la moitié des supersymétries. Ces ongurations in-
niment étendues possèdent ependant une ation eulidienne innie, et ne dérivent
don pas des instantons à dix dimensions
‡4
. Seule la supergravité de type IIB présente
des ongurations instantoniques loalisées d'ation eulidienne nie, orrespondant
à une exitation de la métrique et du salaire de Ramond a. Cette onguration est
dérite par la D(-1)-brane, ou D-instanton, de la théorie de type IIB [Gre91℄. Son ation
eulidienne
SD(−1) = e−φ + ia (4.1)
peut être vue omme un as dégénéré de l'ation de Born-Infeld (3.38).
Après ompatiation en revanhe, il devient possible de stabiliser les ongura-
tions eulidiennes de p-branes en les enroulant sur ertains yles non triviaux de la
variété de ompatiation. On obtient ainsi des instantons d'ation eulidienne nie
en dimension inférieure. La préservation d'une partie des supersymétries impose les
mêmes onditions géométriques sur le yle que dans le as des solitons BPS (setion
2.4.4). Les D-branes donnent ainsi lieu à des ongurations d'ation eulidienne donnée
‡3
Ces diagrammes restes onnexes en raison du ux de moment d'un disque à l'autre à travers la
D-brane.
‡4
On pourrait imaginer de replier le volume d'univers de es solutions en un volume ni, mais
l'ation ne serait alors plus extrémale sous les ontrations de e volume.
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par l'ation de Born-Infeld
SDp =
∫
dp+1x e−φ
√
gˆ + Bˆ + F + iReBˆ+F , (4.2)
faisant intervenir la ourbure du hamp de jauge du volume d'univers de la D-brane,
tandis que l'ation assoiée à la 5-brane de Neveu-Shwarz enroulée sur un 6-yle
s'érit
SNS5 =
∫
d6x e−2φ
√
gˆ + iBˆ6 (4.3)
où B6 est le tenseur de jauge dual au tenseur de Neveu-Shwarz Bµν à dix dimensions
sous la dualité de Poinaré. La théorie de type I reevra ainsi des ontributions en
e−1/g des D1- et D5-branes, tandis que les théories de type IIA et IIB reevront des
ontributions des D-branes de dimension paire et impaire respetivement ; toutes les
théories de superordes pourront en outre reevoir des ontributions de NS5-brane
d'ordre e−1/g
2
. En partiulier, les ordes hétérotiques SO(32) et E8×E8 ne présentant
pas de D-brane dans leur spetre solitonique, seules des orretions en e−1/g
2
seraient
attendues
‡5
. La orde hétérotique apparaît ii enore omme la desription perturbative
la moins inomplète de la M-théorie, si toutefois ette onjeture s'avère orrete.
Enore es instantons n'épuisent-ils que le spetre des ongurations préservant la
moitié des supersymétries, auxquelles il faut enore ajouter les ongurations de p-
branes intersetantes, et nombre d'objets non dérits par l'ansatz (2.28a).
4.1.4 Instantons et saturation BPS
Les ontraintes de supersymétrie permettent heureusement de ontrler ette pro-
lifération. Chaque lasse de onguration instantonique admet en eet des déformations
ontinues paramétrées par des oordonnées olletives, sur lesquelles les fontions de
orrélation doivent être intégrées [GJS76℄ :
〈
∏
Vφ〉 =
∑
seteurs
∫
dµ 〈
∏
Vφ〉I 1√
detQ′
e−SI (4.4)
SI dénote l'ation de l'instanton, Q la forme quadratique dérivant les utuations
gaussiennes autour de l'instanton orthogonales aux modes zéros ; les Vφ représentent
‡5
L'argument de Shenker de la setion 4.1.2 s'applique ependant tout autant à la orde hétérotique,
et de fait la dualité hétérotique-type I transforme les instantons de surfae d'univers de type I en des
eets en e−1/g de la orde hétérotique, dont l'interprétation reste mystérieuse. Il serait très intéressant
de disposer d'un exemple expliite de tels eets.
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les opérateurs de vertex intervenant dans la fontion de orrélation, et dépendent de
l'amplitude physique onsidéree. Une oordonnée olletive est en partiulier assoiée
à haque symétrie brisée par la onguration solitonique
‡6
, bien que d'autres degrés de
liberté puissent être présents. En partiulier, haque harge supersymétrique brisée par
l'instanton engendre une oordonnée olletive grassmannienne, ou mode zéro fermion-
ique. L'intégration onduit don à un résultat nul, à moins que les vertex Vφ évaluées
autour de la onguration solitonique ne saturent tous les modes zéros fermioniques.
Grâe à la supersymétrie, on peut toujours se ramener au as où tous les opérateurs de
vertex sont fermioniques
‡7
. Ces opérateurs sont nuls dans la onguration bosonique
de référene, mais dépendent linéairement au premier ordre en les oordonnées fermion-
iques grassmanniennes. Le nombre d'insertions Vφ doit don au moins égaler le nombre
de harges supersymétriques brisées par l'instanton.
Cette règle de séletion est à la base de théorèmes de non renormalisation très
importants
‡8
. En eet, les instantons brisent au minimum la moitié des N harges
supersymétriques. Les interations orrespondant à nf < N/2 vertex fermioniques ne
reçoivent don pas de ontributions instantoniques, tandis que elles orrespondant à
nf = N/2 ne reçoivent de ontributions que des instantons BPS préservant la moitié
des supersymétries, ou 1/2-BPS saturés. Plus généralement, les interations orrespon-
dant à nf < N peuvent être orrigés par des eets d'instantons BPS préservant N−nf
superharges. Cette supersymétrie résiduelle sut à garantir la ompensation entre les
modes bosoniques et fermioniques autour de l'instanton, soit detQ′ = 1. Les ampli-
tudes vériant nf < N , ainsi que les termes de l'ation eetive auxquels elles or-
respondent, sont dits BPS saturées. Cette propriété permet également de déterminer
le nombre d'instantons ontribuant. La stabilité neutre des ongurations BPS per-
met en eet de mettre en présene un nombre arbitraire d'instantons BPS, dont les
positions relatives sont dérites par des oordonnées olletives supplémentaires, ainsi
que leurs partenaires supersymétriques grassmanniennes. Les modes zéros d'une telle
onguration ne sont alors plus saturés, et la ontribution à l'amplitude s'annule. Cet
argument peut être mis en défaut aux points singuliers de l'espae des modules des
instantons où la dimension de l'espae tangent hange, et on ne peut don exlure les
‡6
Dans le as des théories de Yang-Mills, les instantons brisent l'invariane par translation et par
dilatation ; ils présentent par onséquent des oordonnées olletives de position globale et de taille.
‡7
La supersymétrie δǫψ = ∂µφγ
µǫ onvertit une dérivée bosonique en un bilinéaire fermionique.
‡8
Il s'agit ii de théorèmes de non renormalisation semi-lassique. Ils ne présagent pas de l'existene
de orretions non perturbatives d'autre nature, bien que de telles orretions n'aient pas été observées.
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ontributions d'instantons BPS oïnidant [Ba97℄ ; eux-i sont ependant en général
indistinguables des instantons de harge multiple.
Ainsi, dans le as des théories de supersymétrie maximale soit à N = 32 super-
harges, les premiers eets instantoniques peuvent se manifester dans les ouplages
1/2-BPS saturés à 16 fermions, reliés par supersymétrie aux ouplages à 8 dérivées. Le
seul multiplet étant le multiplet gravitationnel, es ouplages orrespondent aux inter-
ations en R4, où la ontration des indies de Lorentz n'est pas spéiée. Ces ouplages
font l'objet des publiations en appendies C, D et E. Les ouplages en R6 sont quant
à eux 1/4-BPS saturés, et les ouplages en R8 reçoivent a priori des ontributions des
instantons non supersymétriques. Dans le as des théories à 16 superharges, le rle
des ouplages 1/2-BPS saturés est joué par les interations en F 4 et R2, ette dernière
faisant l'objet de la publiation en appendie F. Finalement, dans les théories à 8 su-
perharges, l'ation à deux dérivées elle-même est orrigée, et le potentiel salaire dans
les théories à 4 superharges. Dans es deux derniers as, la struture holomorphe de la
géométrie des multiplets vetoriels N = 2 et du superpotentiel N = 1 respetivement
interdit les orretions en e−1/g = e−
√
S−S¯/2i
. Cette restrition ne s'applique ependant
pas à la géométrie des hypermultiplets et au potentiel de Kähler respetivement. Elle
ne limite pas non plus les orretions de NS5-brane en e−1/g
2+ia = e−S dans auun de
es termes.
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Les premiers exemples expliites de orretions non-perturbatives en théorie des
ordes ont été obtenus dans l'étude de la métrique des multiplets vetoriels dans les
ompatiations N = 2 de la orde hétérotique sur K3 × T 2 ; ils sont basés sur la
onjeture de dualité hétérotique-type IIA formulée par Kahru et Vafa dans le adre
des théories N = 2 de type II [KV95℄, et en fournissent une vériation ruiale (voir
par exemple [Par97℄). Un ingrédient essentiel à la démonstration est la propriété de
déouplage des multiplets vetoriels et des hypermultiplets. Le dilaton appartient à un
hypermultiplet dans la théorie de type II, de sorte que la métrique des multiplets ve-
toriels ne peut reevoir auune orretion perturbative ou non perturbative du oté de
type IIA. Elle est don donnée exatement par la ontribution à l'ordre des arbres
‡9
. Ce
‡9
En pratique, les instantons de surfae d'univers apparaissant dans la métrique à l'ordre des arbres
sont alulés lassiquement par symétrie miroir à partir de la théorie de type IIB.
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théorème de non renormalisation ne s'applique pas du té hétérotique, où le dilaton
appartient à un multiplet vetoriel. On peut appliquer la transformation de dualité et
traduire la métrique exate des multiplets vetoriels de type II dans les variables hétéro-
tiques. Les eets d'instantons de surfae d'univers en e−1/α
′
s'interprètent alors omme
des instantons d'espae-temps en e−1/g
2
de la théorie hétérotique. Les ompliations
géométriques des ompatiations de type II sur espae de Calabi-Yau et hétérotiques
sur une variété K3 ont ependant empêhé jusqu'à présent une interprétation de es
orretions en termes de NS5-branes enroulées sur K3 × T 2.
Les ontributions des NS5-branes peuvent être plus failement analysées dans le as
de la ompatiation toroïdale de la orde hétérotique. On obtient ainsi une théorie
N = 4 à quatre dimensions, dont l'ation eetive à deux dérivées ne reçoit pas de
orretions quantiques perturbatives ou non perturbatives. En revanhe, les orretions
gravitationnelles en R2 orrespondent à des ouplages 1/2-BPS saturés et peuvent
reevoir des orretions de NS5-brane. Ces orretions ont été déterminées par Harvey
et Moore en utilisant la dualité entre la orde hétérotique ompatiée sur T 6 et la
orde de type II ompatiée sur K3 × T 2 [HM96℄. Le ouplage en R2 est en eet le
premier d'une suite d'amplitudes topologiques FgR2F 2g−2 de la théorie de type II, où F
represente ii la ourbure d'un hamp de jauge du multiplet gravitationnel [AGNT94℄.
Ces amplitudes peuvent être évaluées dans le adre de la théorie topologique reliée à la
théorie onforme bidimensionnelle sur K3 par un twist, et un omptage des modes zéros
sur la surfae d'univers montre qu'elles ne reçoivent de ontributions que de surfaes de
Riemann de genre g. Ce théorème de non renormalisation ne vaut bien entendu qu'au
niveau perturbatif. Il peut être étendu au niveau non perturbatif en notant que dans le
as des théories N = 2, les amplitudes Fg ne dépendent que des multiplets vetoriels,
et ne reçoivent don pas de orretions même non perturbatives. De fait, le alul de
l'amplitude F1R2 à une boule en type IIA donne
F IIA1 = − log
(
T2|η(T )|4
)
, (4.5)
où T dénote le module de Kähler du tore T 2. Cette expression est en elle-même in-
variante sous le groupe de U-dualité Sl(2,Z)T × SO(6, 22,Z), et ne requiert don pas
de ontributions perturbatives ou non perturbatives supplémentaires. L'indépendane
de F IIA1 sur les modules de K3 traduit le aratère topologique de ette amplitude.
Exprimée en terme des variables hétérotiques, elle devient
Fhet1 = − log
(
S2|η(S)|4
)
, (4.6)
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où S = a+iV/g2 est le salaire omplexe dérivant le ouplage de la théorie hétérotique
ompatiée sur un tore T 6 de volume V . Le développement à faible ouplage de ette
amplitude
Fhet1 =
π
3
S2 +
∑
N 6=0
C(N)eiNS − log S2 (4.7)
reproduit la ontribution à l'ordre des arbres Fhet1;pert = π3S2, mais montre l'existene
d'une série de ontributions non perturbatives d'ordre e−1/g
2‡10
. La omparaison du
poids einS de es termes ave l'équation (4.3) permet d'identier es ontributions ave
elle de n NS5-branes eulidiennes dont les six diretions sont enroulées autour du
tore
‡11
. L'indépendane de Fhet1 sur les modules du réseau Γ6,22 traduit la neutralité de
la 5-brane vis-à-vis du groupe de jauge hétérotique. L'extension de e raisonnement aux
théories N = 4 de rang réduit fait l'objet de la publiation en appendie F. Il montre en
partiulier l'existene d'une symétrie N = 8 restaurée dans la limite de fort ouplage et
grand volume de ertaines théories hétérotiques (gure ?? page ??). Nous reviendrons
également plus loin sur une autre amplitude, ette fois exate du té hétérotique, mais
orrespondant à des eets de D-brane du té de type II.
4.3 Instantons de type II et D-branes
Dans la setion préédente, nous avons dérit des eets non perturbatifs de la orde
hétérotique interprétés en termes de NS5-branes neutres enroulées autour du tore T 6.
La onnaissane très imparfaite de la desription des NS5-branes ne nous a permis
d'en donner une interprétation préise que dans le as simple d'une ompatiation
toroïdale sur T 6. La dynamique des D-branes de type I et II est en revanhe bien
omprise dans le adre de l'ation de Born-Infeld, et la signature en e−1/g de es eets
en permet une identiation beauoup plus sûre. La variété de leurs dimensionnalités
permet également d'étudier omment elles rentrent en jeu suessivement au ours de
la ompatiation sur des tores de dimension roissante. Avant de montrer e point,
nous ommenerons ependant par disuter brièvement le premier exemple expliite de
‡10
L'équation (4.7) montre également un terme − logS2 traduisant l'existene d'une divergene log-
arithmique à fort ouplage. Ce phénomène, que l'on retrouvera dans la suite, n'a pas enore reçu
d'interprétation satisfaisante.
‡11
ou alternativement, d'une seule NS5-brane enroulée n fois autour du tore. Le as n < 0 orrespond
à une anti-brane, ou une brane d'orientation opposée à l'orientation de T 6.
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orretions de D-branes onstruit par Ooguri et Vafa dans le adre des ompatiations
de type II sur espae de Calabi-Yau.
4.4 D-instantons et géométrie des hypermultiplets
La résolution par Strominger de la singularité de onifold a onstitué l'un des pre-
miers suès de l'appliation des idées de Seiberg et Witten en théorie des ordes [Str95℄.
Cette singularité apparaît dans la métrique des multiplets vetoriels dérivant la stru-
ture omplexe de l'espae de Calabi-Yau K dans le as de la ompatiation N = 2
de la théorie de type IIB à quatre dimensions, lorsqu'un 3-yle γ de K dégénère. Elle
se traduit par une divergene logarithmique dans le prépotentiel à l'ordre des arbres
lorsque la période z =
∫
γ
Ω s'annule. La métrique des multiplets vetoriels de type II
étant exate à l'ordre des arbres, ette singularité ne peut être éliminée par les orre-
tions quantiques, et doit don avoir une origine physique : Strominger a montré qu'elle
orrespondait à l'intégration d'un état non perturbatif devenant de masse nulle lorsque
z → 0 ; et état n'est autre que la D3-brane enroulée autour du yle évanesent γ
[Str95℄.
Par symétrie miroir, il existe don également une singularité logarithmique dans la
métrique perturbative des hypermultiplets de la théorie de type IIA sur la variété miroir
K˜. Il n'existe ependant pas de D3-brane dans la théorie de type IIA pour expliquer
ette singularité, et du reste la métrique des hypermultiplets n'est plus protégée des
orretions quantiques. Ooguri et Vafa ont montré que les orretions instantoniques
de D2-brane enroulées autour du yle évanesent γ pouvaient résoudre la singularité,
et ont donné une expression expliite pour es orretions dans le as idéalisé où la
variété des hypermultiplets se restreignait à une variété hyperkählérienne de dimension
4 [OV96℄. Ce as orrespond à la limite de double saling z → 0, g → 0, z/g = te.
Les quatre salaires de l'hypermultiplet orrespondent alors à la période z ∈ C et deux
variables périodiques réelles x, t dérivant la valeur moyenne du tenseur de Ramond C3
sur γ et sur son dual. La métrique est lassiquement invariante par translation selon
t et x, mais les instantons enroulés sur γ brisent l'invariane de translation selon x
à un sous groupe disret Z. Une métrique hyperkählerienne de dimension 4 ave une
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isométrie admet la forme générale
‡12
ds2 =
1
V
(dt− Aidyi)2 + V (dyi)2 (4.8)
où le potentiel V (y) et le veteur A vérient les onditions
V −1∆V = 0,∇V = ∇∧A (4.9)
V et Ai peuvent don être interprétés omme des potentiels életrostatique et mag-
nétostatique respetivement, rées par la même distribution de harges, axisymétrique
puisque la phase de z ne doit pas intervenir. Les eets instantoniques étant éliminés
pour |z| → ∞, V vérie la ondition aux limites
V → − 1
4π
log |z|2 (4.10)
Ces onditions déterminent alors V à toute distane par
V =
1
4π
∞∑
n=−∞
(
1√
(x− n)2 + |z|2/g −
1
|n|
)
+ te (4.11)
orrespondant à une distribution de harges pontuelles régulièrement espaées le long
de l'axe Ox. Les ples simples en (z = 0, x = n) ne orrespondent à auune singularité
de la métrique
‡13
, et la singularité de onifold disparaît don sous les orretions
d'instantons. Le omportement à faible ouplage peut être exhibé par resommation de
Poisson sur l'entier n :
V = − 1
4π
log
|z|2
µ2
+
∑
m6=0
1
2π
K0
(
2πe−φ|mz|) e2πimx (4.12)
où µ est une onstante arbitraire, et redonne la ontribution logarithmique perturba-
tive, ainsi qu'une somme d'eets non perturbatifs exprimés en terme de la fontion de
Bessel K0 ; les fontions de Bessel Kν se omportent à grand argument omme
‡14
Kν(z) =
√
π
2z
e−z
(
1 +
∞∑
k=1
1
(2z)k
Γ
(
ν + k + 1
2
)
k!Γ
(
ν − k + 1
2
)) . (4.13)
‡12
Cet ansatz apparaît également dans l'étude des instantons gravitationnels, et dénit les espaes
d'Eguhi-Hanson, V =
∑
k 1/4π‖x−xk‖ et de Taub-NUT, V = 1+
∑
k 1/4π‖x−xk‖ (voir [EGH80℄).
La solution de Ooguri et Vafa resurgira dans le hapitre 5.
‡13
Ce ne serait plus le as si les harges pontuelles avaient une valeur double, tout omme la métrique
en oordonnées polaires ds2 = dr2 + αr2dθ2 présente une singularité onique lorsque α 6= 1.
‡14
On trouvera dans l'appendie de la publiation en annexe C un rappel des propriétés des fontions
Kν(z), ainsi qu'une méthode ommode pour eetuer e type de resommation de Poisson ; la série
dans l'équation (4.13) se termine à k = ν − 1
2
lorsque ν est demi-entier.
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L'ation eulidienne assoiée à es eets s'érit don e−2πm(
|z|
g
±ix)
, soit préisément l'a-
tion eulidienne assoiée à une D3-brane enroulée m fois autour du 3-yle de volume
|z| et de ux de Ramond x. Les orretions O(1/z) à l'approximation (4.13) traduisent
l'existene de orretions perturbatives autour de la onguration d'instanton. L'ab-
sene de orretions perturbatives au terme logarithmique dans le vide trivial suppose
en revanhe un théorème de non renormalisation perturbative au-delà d'une boule de
la métrique des hypermultiplets.
Ce résultat onstitue à ma onnaissane le premier exemple de alul expliite
de orretions de D-branes à une amplitude physique. Il présente bon nombre de
phénomènes que nous retrouverons à l'oeuvre dans la suite de e mémoire. Il ne s'ap-
plique ependant qu'à une situation idéalisée, et fait une utilisation ruiale des on-
traintes géométriques des variétés hyperkählériennes de dimension 4, lesquelles n'ont
pas d'équivalent en dimension supérieure. Dans les setions suivantes, nous onsid-
èrerons des amplitudes physiques pour lesquelles les ontraintes de dualité permettent
de donner des résultats exats, et étudierons leur interprétation en termes de somme
d'instantons.
4.5 D-instantons et ompatiation toroïdale
L'étude des ompatiations toroïdales de la M-théorie permet de s'aranhir des
ompliations algébriques liées à la détermination des yles supersymétriques des es-
paes de Calabi-Yau pour se onentrer sur les ontributions propres des D-branes.
Le groupe de U-dualité apparaissant dans es théories à supersymétrie maximale est
en outre assez ontraignant pour permettre une détermination exate de ertains ou-
plages, dont on peut alors analyser les ontributions non perturbatives. Nous nous
intéresserons en partiulier aux ouplages en R4, qui sont 1/2-BPS saturés dans es
théories à 32 harges supersymétriques
‡15
, et qui sont en outre invariants sous la U-
dualité, ette dernière préservant la métrique dans le référentiel d'Einstein. La M-
théorie ompatiée sur un erle est dérite à faible rayon par la théorie des ordes de
type IIA à dix dimensions. Cette dernière n'admet pas de ongurations d'instantons
1/2-BPS, et on s'attend don à e que le ouplage en R4 soit donné par sa valeur
‡15
Des ouplages en R4 ont également été étudiés dans les théories hétérotiques et de type I, où ils
sont reliés par supersymétrie à des termes d'anomalie et don non renormalisés au-delà d'une boule
[BFK
+
98, KO97℄ ; des ouplages reliés par supersymétrie aux ouplages en R4 ont été onsidérés par
[KP97b, GGK97℄.
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perturbative. Le groupe de U-dualité de la théorie de type IIA non ompatiée est
ependant trivial, et il n'est pas lair à e stade quels ordres de la théorie de pertur-
bation ontribueront à e ouplage. La théorie de type IIB à dix dimensions présente
en revanhe une symétrie non perturbative Sl(2,Z)B qui nous permettra, à la suite de
Green et Gutperle, de déterminer les ontributions perturbatives ainsi que la ontri-
bution des D(-1)-instantons ; nous pourrons alors en déduire le ouplage de type IIA
après ompatiation à 9 dimensions sur un erle suivie d'une T-dualité. La pour-
suite de e raisonnement pour des ompatiations nous permettra de déterminer les
ontributions des D-branes de toutes dimensions à es ouplages.
4.5.1 Couplages R4 dans la théorie de type IIB non ompatiée
Le ouplage R4 à l'ordre des arbres et à une boule dans l'ation eetive peut être
aisément déterminé en alulant l'amplitude de diusion à quatre gravitons
‡16
et en
isolant la ontribution dominante à basse énergie, soit huit puissanes des moments
externes. On obtient ainsi, dans la métrique des ordes,
SR4 =
∫
d10x
√−g
[
2ζ(3)e−2φ(t8t8 +
1
8
ǫ10ǫ10)R
4 +
2π2
3
(t8t8 + (−)µ1
8
ǫ10ǫ10)R
4
]
(4.14)
où µ = 1 (resp. 0) en type IIB (resp. IIA). Les tenseurs t8 et ǫ10 désigne les ontrations
partiulières des indies du tenseur de Riemann provenant des ontrations des fermions
de surfae d'univers dans les strutures de spin impaires et paires :
t8t8R
4 = tα¯1β¯1α¯2β¯2α¯3β¯3α¯4β¯4tα1β1α2β2α3β3α4β4Rα¯1β¯1α1β1 . . . Rα¯4β¯4α4β4 (4.15)
ǫ10ǫ10R
4 = ǫα¯1β¯1α¯2β¯2α¯3β¯3α¯4β¯4µ¯ν¯ǫα1β1α2β2α3β3α4β4µνgµ¯µgν¯νRα¯1β¯1α1β1 . . . Rα¯4β¯4α4β4 (4.16)
En partiulier, les diagrammes à l'ordre des arbres et à une boule ontribuent en type
IIB au même ouplage dans la métrique d'Einstein
SR4 =
∫
d10x
√−gE fB10(τ, τ¯) (t8t8 +
1
8
ǫ10ǫ10)R
4
(4.17)
où
fB10(τ, τ¯ ) = e
φ/2
(
2ζ(3)e−2φ +
2π2
3
+O(e2φ)
)
(4.18)
‡16
Il est tehniquement plus ommode de aluler l'amplitude à quatre gravitons et un module dans
la théorie ompatiée sur T 2.
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Le ouplage omplet fB10, invariant sous les transformations modulaires du paramètre
τ = a+ ie−φ, ne saurait don se restreindre aux seules ontributions perturbatives de
la sphère et du tore. D'un autre té, on ne peut utiliser les résultats usuels sur les
fontions modulaires, puisque fB10 n'est manifestement ni holomorphe, ni harmonique.
Il existe ependant une lasse de fontions réelles invariantes sous le groupe modulaire
Sl(2,Z)B, orrespondant aux séries d'Eisenstein d'ordre s
Es(τ, τ¯ ) =
∑
(m,n)6=0
(
τ2
|m+ nτ |2
)s
(4.19)
dont le omportement à faible ouplage, soit τ2 →∞, peut s'obtenir par resommation
de Poisson sur l'entier m :
Es(τ, τ¯) =2ζ(2s)τ
s
2 + 2
√
πτ 1−s2
Γ(s− 1/2)
Γ(s)
ζ(2s− 1)
+
πs
√
τ2
Γ(s)
∑
m6=0
∑
n 6=0
∣∣∣m
n
∣∣∣s−1/2Ks−1/2 (2πτ2|mn|) e2πimnτ1 (4.20)
Green et Gutperle ont en partiulier remarqué que la série d'Eisenstein Es=3/2 reprodui-
sait préisément les deux termes perturbatifs de fB10 ; elle les omplète en une fontion
invariante sous la U-dualité par une somme innie de termes non perturbatifs [GG97b℄.
En utilisant le omportement asymptotique de la fontion de Bessel (4.13), on obtient
E3/2 = 2ζ(3)ǫ
−3φ/2 +
2π2
3
eφ/2 + 2π
∑
m6=0
∑
n 6=0
|mn|1/2
n2
e−2π|mn|(e
−φ±ia) (1 +O(eφ))
La omparaison ave l'ation eulidienne (4.1) montre que haque terme non perturbatif
peut s'interpréter omme la ontribution de N = mn D-instantons de la théorie de
type IIB à l'amplitude R4, ou alternativement d'un instanton de harge N = mn. Les
orretions O(eφ) orrespondent à des orretions perturbatives dans le hamp de fond
de l'instanton. Il est don naturel de onjeturer, à la suite de Green et Gutperle, que le
ouplage R4 exat dans la théorie de type IIB est donné par la série d'Eisenstein E3/2.
Cette onjeture suppose en partiulier que toutes les orretions perturbatives à plus
d'une boule s'annulent. Ce théorème de non-renormalisation perturbative pourrait
en prinipe être démontré par un omptage soigneux des modes zéros fermioniques
orrespondant à l'amplitude à quatre gravitons sur une surfae de genre arbitraire ;
Berkovits a pu en donner une preuve basée sur les ontraintes de supersymétrie après
ompatiation sur un tore [Ber97℄. Il est partiulièrement intéressant de noter la
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mesure de sommation sur es instantons :
µ(N) =
∑
m6=0,n 6=0,mn=N
|mn|1/2
n2
=
√
N
∑
n|N
1
n2
(4.21)
Cette mesure a pu être déterminée par Sethi et Stern dans le as N = 2 dans le
adre du modèle de matrie dérivant les D-instantons [SS97b℄, mais la démonstration
de ette formule pour tout N reste un problème ouvert [GG97a℄. Avant d'étudier les
onséquenes de ette onjeture pour les D-branes de dimension plus élevée, nous
disutons dans la setion suivante quelques propriétés des séries de Eisenstein et leur
pertinene pour les ouplages de la théorie de type IIB.
4.5.2 Fontions modulaires réelles et séries de Eisenstein
En omparaison ave les formes modulaires holomorphes, les fontions modulaires
réelles, 'est-à-dire les fontions dénies sur le demi-plan de Poinaré {τ ∈ C ; τ2 > 0} et
invariantes sous les transformations modulaires de τ , sont enore largement méonnues.
Leur importane pour ertains problèmes de théorie des nombres a ependant aiguisé
l'intérêt des mathématiiens, et on trouvera une présentation abordable des prinipaux
résultats à leur sujet dans l'ouvrage de A. Terras [Ter85℄. Les séries de Eisenstein on-
stituent en réalité les seules fontions modulaires réelles onnues expliitement. La série
(4.20) en fournit une dénition pour Re s > 1, qui peut être prolongée analytiquement
dans tout le plan omplexe s privé de s = 1‡17, et la fontion E1 peut être régularisée
en soustrayant le ple simple
Eˆ1(τ, τ¯) = lim
s→1
(
Es(τ, τ¯)− π
s− 1
)
= −π log τ2|η(τ)|4 (4.22)
où l'on reonnaît la ontribution de l'orbite dégénérée à la fontion de partition de T 2.
L'existene du ple en s = 1 peut également être observée à partir de la relation de
symétrie
Γ(s)Es(τ, τ¯)
πs
=
Γ(1− s)E1−s(τ, τ¯)
π1−s
. (4.23)
Les fontions de Eisenstein sont des fontions propres du Laplaien ∆ = τ 22 (∂
2
τ1
+ ∂2τ2)
sur le demi-plan de Poinaré :
∆Es = s(s− 1)Es (4.24)
‡17
Les ples de la fontion Γ(s − 1/2) en s − 1/2 ∈ −N sont en eets ompensés par les zéros de la
fontion ζ(2s− 1), et le ple en s = 1/2 de la fontion ζ(2s) est ompensé par le ple de la fontion
Γ(s− 1/2) dans le seond terme.
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à l'exeption de la série régularisée Eˆ1 :
∆Eˆ1 = π (4.25)
qui soure de l'anomalie holomorphique usuelle, orrespondant à la divergene logarith-
mique en τ2 → 0. La relation (4.23) traduit la non dégénéresene des valeurs propres
du Laplaien. En sus des séries d'Eisenstein, le Laplaien admet une innité disrète
de formes uspoïdales (usp forms) vn(τ, τ¯ ), de valeurs propres sn(sn − 1) loalisées
sur l'axe Re sn = 1/2 ; es formes sont dénies par l'annulation des oeients a et b
dans le développement de Fourier générale des modes propres
f(τ, τ¯) = aτ s2 + bτ
1−s
2 +
√
τ2
∑
n 6=0
anKs−1/2(2π|n|τ2)e2πinτ1 (4.26)
et déroissent don exponentiellement en τ2 → ∞. Auune d'entre elles n'est mal-
heureusement onnue expliitement. Etant donné le spetre du Laplaien, on peut
maintenant énoner le théorème de déomposition spetrale de Roelke-Selberg : toute
fontion modulaire f de arré intégrable‡18 se déompose sur les modes propres du
Laplaien selon
f(τ, τ¯) =
∑
n≥0
(f, vn)vn(τ, τ¯) +
1
4πi
∫
Res=1/2
(f, Es)Es(τ, τ¯)ds (4.27)
Après avoir rappelé et arrière-plan mathématique, nous pouvons maintenant dis-
uter la relevane des séries de Eisenstein pour la détermination des ouplages exats
de la théorie de type IIB. Les deux termes d'ordre τ s2 et τ
1−s
2 dans le développement
(4.20) peuvent s'interpréter omme deux orretions perturbatives de ordes fermées
s'ils sont séparés d'une puissane paire de eφ : s = n + 1/2 doit alors être demi-entier
‡19
. L'entier |n| orrespond au nombre d'ordres de perturbations séparant es deux on-
tributions. En partiulier, dans le as des ouplages en R4 que nous avons onsidéré,
l'ordre s = 3/2 de la série était imposé par l'existene de orretions à l'ordre des arbres
et à une boule. Les puissanes exates du dilaton provenant de l'ordre de perturbation
et de la transformation de Weyl gstr = e
φ/2gE doivent également être reproduites : si
on onsidère une interation de dimension
‡20 L reevant des ontributions de genre n
‡18
pour la mesure invariante d2τ/τ22 . Noter que les séries d'Eisenstein Es ne sont jamais de arré
intégrable, et sont intégrables pour s ∈]0, 1[.
‡19
Les fontions de Bessel Kn ontiennent alors une série innie de orretions perturbatives, par
opposition aux fontions Kn+1/2.
‡20
Dans la onvention présente, L désigne la dimension de longueur de l'opérateur, soit L = 8 pour
le terme d'Einstein-Hilbert à dix dimensions
∫
d10x
√−gR, ou L = 2 pour le ouplage ∫ d10x√−gR4.
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et n′, les deux onditions s'érivent
e
L
4
φe(2n−2)φ = τ s2 , e
L
4
φe(2n
′−2)φ = τ 1−s2 (4.28)
dont la ompatibilité impose
L+ 4(n+ n′) = 6 (4.29)
Cette ondition est en partiulier vériée pour le as des ouplages en R4, mais aussi
pour les ouplagesR4H4g−4, dont on peut don imaginer qu'ils soient donnés par E1/2+g,
orrespondant à deux termes perturbatifs à 0 et g boules respetivement. Cette on-
jeture vient d'être renforée par Vafa et Berkovits, qui ont relié e ouplage à une
amplitude topologique similaire aux amplitudes FgR2F 2g−2 des théories N = 2 [BV98℄.
Cette disussion ne xe ependant que les ontributions des séries d'Eisenstein
au ouplage. Les formes uspoïdales ne sont pas visibles en série de perturbation, et
ne ontributent qu'aux eets instantoniques. Il serait partiulièrement intéressant de
mettre en évidene par un raisonnement de dualité de telles ontributions, ompte tenu
de l'intérêt mathématique de es formes. Dans le as des ouplages en R4 de la théorie
de type IIB, Green et Vanhove ont onjeturé que la ondition ∆E3/2 =
3
4
E3/2 pourrait
être une onséquene de la supersymétrie[GV97℄. Grâe aux tehniques de superespae
développées par Berkovits, j'ai pu prouver dans la note en annexe E [Pio98℄ que ela
était bien le as : e théorème sut don à disqualier les ontributions de formes
uspoïdales à fB10. Nous obtiendrons e même résultat par un argument très diérent
dans la setion 4.6.3.
4.5.3 Couplages R4 et ompatiation de la M-théorie
Connaissant l'expression exate des ouplages en R4 dans la théorie de type IIB
à dix dimensions, on en déduit immédiatement le résultat après ompatiation à
neuf dimensions sur un erle : la théorie de type IIB à neuf dimensions ne possède
toujours que les D(-1)-branes omme ongurations instantoniques 1/2-BPS, et leur
ontribution est simplement multipliée par la ironférene du erle, orrespondant à
l'intégration sur la oordonnée olletive de translation le long de e erle. L'amplitude
de 4 gravitons à une boule présente la ontribution supplémentaire des instantons de
surfae d'univers orrespondant aux modes d'enroulement de la orde de type IIB
(ou les états de moment de la orde de type IIA), mais on peut vérier que ette
ontribution orrespond à une struture tensorielle distinte (t8t8− 18ǫ9ǫ9)R4. On obtient
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ainsi un résultat invariant sous la U-dualité à dix dimensions Sl(2,Z)U , qui n'est autre
que la dualité Sl(2,Z)B de la théorie de type IIB. Après tradution dans les variables
de la théorie de type IIA grâe à la T-dualité, on obtient le ouplage
fA9 = 2ζ(3)RAe
−2φ +
2π2
3RA
+ 0 + 4πe−φ
∑
m6=0
∑
n 6=0
∣∣∣m
n
∣∣∣K1 (2πRAe−φ|mn|) e2πimnA
(4.30)
où A dénote la valeur moyenne du hamp de Ramond Aµ le long du erle. Cette
expression reproduit préisément les ontributions à l'ordre des arbres et à une boule,
et exlue toute ontribution perturbative d'ordre plus élevé. Elle inlut en outre une
somme d'eets non perturbatifs
fA9 = f
A
9;pert + 2π
∑
m6=0
∑
n 6=0
|mn|1/2
n2
e−2π|mn|(e
−φRA±iA) (1 +O(eφ))
pouvant s'interpréter omme la ontribution des instantons de D0-branes dont la
ligne d'univers s'enroule autour du erle : l'ation eulidienne d'une telle onguration
s'érit en eet
SD0 = e
−φRA + iA (4.31)
La signiation des entiers m et n à e stade n'est pas laire, mais nous déouvrirons
bientt que m orrespond à la harge de la D0-brane ('est-à-dire au nombre de D0-
branes élémentaires liées ensemble), tandis que n orrespond au nombre d'enroulement
de la ligne d'univers autour de la diretion ompate.
La limite de déompatiation RA → ∞ à dilaton eφ onstant supprime les on-
tributions des états d'enroulement et des instantons de D0-branes. Le ouplage (t8t8+
1
8
ǫ10ǫ10)R
4
de la théorie de type IIA à dix dimensions se réduit don exatement à la
ontribution à l'ordre des arbres ; s'y ajoute le ouplage (t8t8− 18ǫ10ǫ10)R4 orrespondant
à la déompatiation de la ontribution des états de Kaluza-Klein à neuf dimensions.
On obtient ainsi l'ation eetive en R4 de la théorie de type IIA :
SAR4 =
∫
d10x
√−g 2ζ(3)e−2φ(t8t8 + 1
8
ǫ10ǫ10)R
4 +
2π2
3
(t8t8 − 1
8
ǫ10ǫ10)R
4
(4.32)
Contrairement à la théorie de type IIB, l'ation en R4 de la théorie de type IIA ne
reçoit don pas de orretions radiatives au-delà d'une boule.
Si la théorie de type IIA dérit en eet la M-théorie ompatiée sur un erle, la
limite de déompatiation R11 = e
2φ/3l11 →∞ doit reproduire un ouplage invariant
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sous le groupe de Poinaré à onze dimensions. Le ouplage (4.32) vérie bien ette
ondition, puisque sous ette limite, le terme à l'ordre des arbres est supprimé, et seul
subsiste le ouplage
SMR4 =
∫
d11x
√−g2π
2
3
(t8t8 − 1
2 · 3!ǫ11ǫ11)R
4 . (4.33)
La supergravité à onze dimensions dérivant la M-théorie ne peut restituer ette pré-
dition : le alul de l'amplitude de diusion de quatre gravitons à une boule dans
ette théorie non-renormalisable soure d'une divergene ubique. La reprodution
de e résultat onstituerait ependant un test ruial des propositions de dénition
mirosopique de la M-théorie.
La restauration de l'invariane de Poinaré à onze dimensions dans la limite de fort
ouplage ne ontraint pas seulement la limite eφ → ∞, mais implique également l'in-
variane des ouplages de la théorie de type IIA ompatiée sur T d sous les symétries
du tore étendu T d+1 ; e groupe de symétrie Sl(d + 1,Z) ave le groupe de T-dualité
SO(d, d,Z) génère en eet le groupe de U-dualité. L'invariane du ouplage R4 de la
théorie de type IIA à neuf dimensions sous es symétries peut être rendue manifeste
en l'exprimant en termes des modules gIJ de la M-théorie ompatiée sur T
2
:
fA9 = V11
∑
(n1,n2)6=(0,0)
(
nIgIJn
J
)−3/2
, V11 =
√
det gIJ (4.34)
en parfaite analogie ave le ouplage de type IIB (4.19). Comme l'ont remarqué Green,
Gutperle et Vanhove, ette expression et sa généralisation en dimension d ≥ 2 peut
être reproduite, à la divergene ubique mentionnée i-dessus près, par un alul de dif-
fusion à une boule de quatre gravitons de la supergravité à onze dimensions [GGV97℄.
Les nombres quantiques nI apparaissent alors omme les harges duales par resom-
mation de Poisson aux moments de Kaluza-Klein nI du graviton tournant dans la
boule. Une telle onnetion n'est pas étonnante, les D0-branes étant identiées aux
modes de Kaluza-Klein du supergraviton à onze dimensions. Elle suppose néanmoins
des propriétés de non-renormalisation des ouplages R4 de la M-théorie. On en déduit
les ontributions du supergraviton à 10 dimensions (nI = 0) et des D0-branes (nI 6= 0)
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au ouplage R4 en toutes dimensions :
fASUGRA =V11
∑
nI 6=0
(
nIgIJn
J
)−3/2
=2ζ(3)VAe
−2φ + 2V
∑
ni 6=0
1
nigijnj
(4.35)
+ 4πV e−φ
∑
m6=0
∑
n 6=0
|m|√
nigijnj
K1
(
2π|m|e−φ
√
nigijnj
)
e2πimn
iAi
où la deuxième ligne s'obtient par resommation de Poisson sur l'entier n11 → m. Cette
desription unie ainsi en un résultat Sl(d + 1,Z)-invariant l'amplitude à l'ordre des
arbres, la ontribution à l'ordre d'une boule de l'orbite dégénérée
‡21
et la ontribution
de m D0-branes, d'ation lassique
SD0 = e
−φsqrtnigijnj + iniAi . (4.36)
Elle justie en outre l'interprétation que nous avons donnée dans le as d = 1 des
entiers m et ni.
4.5.4 Cordes de harges (p, q) et somme solitonique
Nous avons vu que e résultat reproduisait la totalité du ouplage (t8t8+
1
8
ǫǫ)R4 en
dimensions 9 et 10, en aord ave l'égalité de groupe de U-dualité Ed+1(Z) et de son
sous-groupe Sl(d+1,Z) dans es dimensions. En dimension 8, les D0-branes restent les
seules ongurations instantoniques de la théorie de type IIA ompatiée sur un tore
T 2, et on s'attend don à e que e résultat reste valide. De fait, le groupe de U-dualité
en dimension 8 se sépare en deux fateurs :
 Sl(3,Z) orrespond au groupe modulaire du tore T 3 du point de vue de la M-
théorie. Il ontient en partiulier le groupe de dualité non perturbative Sl(2,Z)
de la théorie de type IIB, et le sous-groupe Sl(2,Z)U de la T-dualité SO(2, 2,Z)
orrespondant aux transformations modulaires de la struture omplexe U du
tore de la théorie de type IIA (ou aux transformations de la struture de Kähler
T du tore de type IIB). Il agit sur l'espae des modules homogène Sl(3,R)/SO(3)
omprenant en partiulier le dilaton.
‡21
L'orbite dégénérée désigne la ontribution des ordes non exitées de nombres d'enroulement nuls
à l'amplitude à une boule, et orrespond don, tout omme l'amplitude à l'ordre des arbres, à la
ontribution du supergraviton à dix dimensions.
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 Sl(2,Z) orrespond inversement aux transformations modulaires de la struture
omplexe U du tore de la théorie de type IIB et aux transformations de la
struture de Kähler T du tore de type IIA. Du point de vue de la M-théorie,
il orrespond aux transformations modulaires du module omplexe C123 + iV11
paramétrant Sl(2,R)/U(1). Dans tous les as il orrespond à des transforma-
tions perturbatives.
Le alul de l'amplitude à quatre gravitons à genre 0 et 1 montre que le ouplage
(t8t8 +
1
8
ǫ8ǫ8)R
4
, ii érit dans les variables de type IIB,
fA8 = 2ζ(3)T2e
−2φ − 2π log T2|η(T )|4 (4.37)
ne dépend que des modules de Sl(3,R)/Sl(3,Z), tandis que le ouplage t8t8− 18ǫ8ǫ8R4
fA
′
8 = −2π logU2|η(U)|4 (4.38)
est donné à une boule et ne dépend que des modules du seond fateur Sl(2,R)/U(1)
(f. annexe C). Cette analyse a été étendue à tous les ordres en perturbations par
Berkovits [Ber97℄. En ollaboration ave E. Kiritsis, nous avons onjeturé que le pre-
mier ouplage était don donné exatement par la série d'Eisenstein d'ordre 3/2 (4.35)
pour le groupe Sl(3,Z) , tandis que le seond ouplage était exat à une boule, et don
donné par la série d'Eisenstein d'ordre 1 E1(U). Cette onjeture ontient les résultats
préédents par déompatiation du tore T 2, et restitue les ontributions attendues
des D0-branes de la théorie de type IIA. La situation est ependant beauoup plus
intéressante du té de type IIB, où l'on attend, en plus des D-instantons, les ontri-
butions des D1-branes ainsi que des ordes de harges (p, q) qui leur sont reliées par
S-dualité. De fait, l'expansion (4.35), en termes des variables de type IIB, donne
fB8 =2ζ(3)T2e
−2φ − 2π log T2|η(T )|4
+4πV e−φ
∑
m6=0
∑
(n,q)6=0
|m|√
(n + qB)2 + V 2q2
K1
(
2π|m|e−φ
√
(n+ qB)2 + V 2q2
)
· e2πim(na+q(B+aB)) (4.39)
Cette expression ontient pour q = 0 la ontribution des D-instantons (4.5.1) déjà
observée en dimension supérieure. Lorsque n 6= 0 ependant, l'ation eulidienne des
eets non perturbatifs
SD1 = e
−φ√(n+ qB)2 + V 2q2 + i [na + q(B + aB)] (4.40)
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orrespond préisément à l'ation de Born-Infeld d'une D1-brane enroulée q fois autour
du tore et portant un ux életrique n. Une telle onguration orrespond en eet à
une onguration des hamps de plongement X i et un hamp életrique Fαβ
X i(σα) = N iασ
α, Fαβ = ǫαβn (4.41)
sur la surfae d'univers D1-brane
‡22
, et l'évaluation de la métrique et des tenseurs de
jauge induits par e plongement onduit à
det (Gˆ+ Bˆ + F ) = (n+
1
2
nijBij)
2 +
1
2
nij gikgjl n
kl , (4.42)
eBˆ+FR = na+ 1
2
nij(Bij + aBij) (4.43)
où la deux-forme d'enroulement nij
nij = ǫαβN iαN
j
β , (4.44)
invariante sous les reparamétrisations de la surfae d'univers, spéie le 2-yle sur
lequel la D1-brane s'enroule. Dans le as présent d'une ompatiation sur un tore
T 2, seule la omposante n12 = −n21 intervient et s'identie à la harge q de l'équa-
tion (4.40). L'identiation du ux életrique n ave la harge de D-instanton réalise
expliitement une proposition de Douglas et Witten sur la desription d'états liés de
solitons de D-branes, ii transposée dans le ontexte des D-instantons [Dou95, Wit96a℄.
Si les D1-branes et les D-instantons sont apparus naturellement dans l'interpréta-
tion de la série d'instantons, le rle du multiplet des ordes de harges (p, q) de la
théorie de type IIB est jusqu'à présent resté obsur. Ce n'est qu'en hoisissant une
représentation où la S-dualité Sl(2,Z) ommute ave le développement en série que
leurs eets deviennent manifestes. Il sut pour ela d'eetuer une resommation de
Poisson sur la harge de D-instanton
‡23
, après avoir toutefois séparé la ontribution des
D-instantons q = 0, n 6= 0. La fontion de Bessel K1(z) donne alors après resommation
de Poisson une fontion exponentielle K1/2(z) =
√
π
2z
e−z, et la série peut alors être
réérite sous la forme
fB8 =2ζ(3)V
∑
p∧q=1
( |p+ qτ |
α′
)(
τ2
|p+ qτ |2
)2
− 2π
∑
p∧q=1
log T(p,q);2|η(T(p,q))|4 (4.45)
‡22
Si la quantiation des nombres d'enroulement N iα est lairement imposée par la dénition uni-
voque du plongement σα → X i, la quantiation du ux F résulte quant à elle de la ompaité du
groupe de jauge U(1) supporté sur la D-brane.
‡23
une resommation de Poisson sur l'entier m ramènerait au ontraire à la série d'Eisenstein (4.34)
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où la somme est eetuée sur les ouples d'entiers (p, q) sans diviseurs ommuns, et où
le paramètre
T(p,q) = pB12 − qB12 + i |p+ qτ |V/α′ (4.46)
n'est autre que le module de Kähler du tore T 2 mesuré par une orde de harges (p, q)
sous les tenseurs (B,B) et de tension |p + qτ |/α′. Le ouplage en R4 de la théorie de
type IIB s'interprète alors omme la somme des amplitudes à l'ordre des arbres et à
une boule des ordes de type (p, q) 'est-à-dire omme une somme sur les solitons
de la théorie de type IIB (Ce point de vue a également été disuté par Kehagias et
Partouhe [KP97a℄). Le développement (4.45) ommute ependant ave la S-dualité,
et ne orrespond don plus à un développement semi-lassique.
4.5.5 Instantons de D-branes et T-dualité
Après ompatiation sur un erle supplémentaire, soit dans le as de la M-théorie
ompatiée sur T 4, le groupe de U-dualité Sl(5,Z) ne se réduit plus au sous-groupe
géométrique Sl(4,Z). Cette extension oïnide ave l'apparition des D2-branes de la
théorie de type IIA, qui peuvent maintenant s'enrouler autour du tore T 3. Elle oïnide
également ave la fusion des deux amplitudes (t8t8±ǫǫ)R4, en raison de l'insusane des
modes zéros fermioniques
‡24
. La série d'Eisenstein d'ordre 3/2 pour le groupe Sl(5,Z)
onstitue un andidat naturel pour le ouplage en t8t8R
4
exat : nous avons pu prouver,
en ollaboration ave Elias Kiritsis, qu'elle restituait en eet
‡25
les amplitudes à l'ordre
des arbres et à une boule (toutes orbites onfondues). Du point de vue de type IIB,
elle reproduit également la série instantonique des D-instantons et D-ordes, ou la série
solitonique des ordes de harge (p, q). Du point de vue de type IIA, elle montre au
ontraire les ontributions des D2-branes d'ation de Born-Infeld eulidienne
SD2 = e
−φ
[(
ni +
1
2
nijkBjk
)
gil
(
nl +
1
2
nlmnBmn
)
+
1
6
nijk gilgjmgkn n
lmn
]1/2
+i
(
niAi + 1
6
nijkCijk
)
(4.47)
où les formes ni et nijk s'obtiennent en termes des ongurations des hamps sur la
surfae d'univers par
nijk = ǫαβγN iαN
j
βN
k
γ , n
i =
1
2
ǫαβγN
i
αFβγ (4.48)
‡24
alternativement, la densité d'Euler à huit dimensions ǫ8ǫ8R
4
s'annule en dimensions inférieures.
‡25
grâe à une propriété arithmétique assez mirauleuse.
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Les D0-branes apparaissent don omme des ux életriques et magnétiques sur le
volume d'univers des D2-branes, en parfaite analogie ave le as des D-instantons et
des D1-branes.
La détermination de la paramétrisation de l'espae homogènes des modules nées-
saire à l'appliation de ette méthode devient assez rapidement prohibitive pour des
ompatiations en dimensions inférieures. Dans la publiation annexée en appendie
C, Elias Kiritsis et moi-même avons alors adopté une autre approhe, et utilisé une
séquene de T-dualités et transformations de Lorentz pour xer les ongurations des
D-branes de dimension arbitraire. Appliquée sur l'ation (4.36) d'une onguration de
D0-branes enroulées autour d'un yle ni du tore T d, la T-dualité selon la diretion 1
génère une onguration d'ation
‡26
Scl → e−φ
√
(n1 +B1ana)2 + na g11gab nb + i (n
1a+ naB˜1a) . (4.49)
Pour satisfaire l'invariane sous les transformations de Lorentz internes Sl(d,Z), il est
néessaire de réinterpréter la première omposante n1 de la harge de la D0-brane
omme un singlet n, et les omposantes suivantes na omme les omposantes n1a d'un
tenseur de harges nij . On déouvre ainsi les harges (m,mij) et l'ation eulidienne
(4.40) de la D1-brane et des D-instantons de type IIB. Cette proédure peut être
réitérée pour obtenir les harges et l'ation des D-branes paires ou impaires de dimen-
sion arbitraire. On obtient ainsi pour la D3-brane
SBD3 = e
−φ
[(
n+ 1
2
nijBij +
1
8
nijklBijBkl
)2
+ 1
2
(
nij + 1
2
nijklBkl
)
gimgjn
(
nmn + 1
2
nmnpqBpq
)
+ 1
24
nijklgimgjngkpglqn
mnpq
]1/2
+ i
(
na+ 1
2
nijB˜ij + 124nijklD˜ijkl
)
(4.50)
que l'on peut enore relier à l'ation de Born-Infeld de la D3-brane sous les identia-
tions
nijkl = ǫαβγδN iαN
j
βN
k
γN
l
δ , n
ij =
1
2
ǫαβγδN iαN
j
βFγδ , n =
1
8
ǫαβγδFαβFγδ , (4.51)
En partiulier, les D1-branes de harges d'enroulement nij apparaissent omme les
ux eletriques et magnétiques sur la D3-brane de harge d'enroulement nijkl, tandis
que les D-instantons de harge n apparaissent omme des instantons de la théorie de
jauge U(1) sur le volume d'univers de la 3-brane‡27.
‡26
Le tilde dénote des orretions aux hamps de Ramond proportionnelles à B, soit ii B˜ij =
Bij +aBij , détaillées dans l'appendie D.
‡27
Ces instantons, absents des théories de jauge U(1) dans l'espae non-ompat, sont stabilisés par
la ompaité du volume d'univers de la 3-brane.
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Comme nous l'avons remarqué dans la setion (3.3.2), les hamps de Ramond se
transforment dans une représentation spinorielleR du groupe de T-dualité SO(d, d,Z).
La représentation de es hamps omme formes de degré pair (a,B,D, . . . ) en type IIB
ou impair (A, C, . . . ) en type IIA ne fait que reéter la déomposition d'un spineur de
SO(d, d) de hiralité xée en représentations irrédutibles de Sl(d). Cette propriété est
tout aussi est tout aussi valable des harges N = (m,mij , mijkl, . . . ) ou (mi, mijk, . . . )
des D-branes de type IIB ou IIA sous es hamps. La partie imaginaire de l'ation
de Born-Infeld orrespond alors à la ontration des spineurs onjugués R et N . La
partie réelle dépend en revanhe des modules gij , Bij dénissant l'élement de l'espae
homogène SO(d, d)/(O(d)×SO(d)), soit la métrique dans le réseau de ompatiation
‖p‖2V = (pi +Bikpk)gij(pj +Bjlpl) + pigijpj (4.52)
où (pi, p
i) se transforme dans la représentation fondamentale de SO(d, d). Cette métrique
induit une métrique sur toutes les représentations de SO(d, d), et en partiulier sur la
représentation spinorielleM. L'ation de Born-Infeld peut alors s'érire
SD = e
−φ√‖N‖2 + i〈R,N〉 (4.53)
où la T-dualité est maintenant manifeste. Connaissant l'ation générale des D-branes,
on peut alors l'insérer dans la série d'instantons
f = fpert + 4πV e
−φ∑
m6=0
∑
N
|m|
‖N‖K1
(
2π|m|e−φ‖N‖) e2πim〈R,N〉 (4.54)
et essayer de reproduire les amplitudes en R4 à l'ordre des arbres et à une boule, tout
au moins en dimension d > 4 où les ontributions de NS5-brane ne sont pas attendues.
La règle de sommation sur les états de D(-1), D0-,D1- et D2-branes est déterminée par
l'exatitude des ouplages en R4 en dimensions 7,8,9,10 ‡28.
4.5.6 Instantons de D-branes et U-dualité
Si l'invariane sous la T-dualité est ainsi garantie, e n'est pas le as de l'invariane
sous la U-dualité. Tout omme l'invariane sous la S-dualité de la théorie de type IIB,
elle-i peut être étudiée par resommation de Poisson sur l'entier m. On obtient ainsi
‡28
On peut néanmoins onevoir de modier ette règle de sommation tout en préservant l'invariane
sous la T-dualité, par exemple en introduisant une ontrainte 〈R,R〉 = 0.
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une série d'Eisenstein dont l'invariane sous la symétrie Sl(d + 1,Z) du tore étendu
doit être manifeste. De manière inattendue, ette invariane n'est pas satisfaite
‡29
par
les ontributions de D-branes en dimension d ≤ 6. La resommation de Poisson onduit
en eet à une série d'Eisenstein de terme général M−3/2, où
M2 = R211
(
n11 +Aini + 16nijkC˜ijk
)2
+
(
ni + 1
2
nijkBjk
)
gil
R11
(
nl + 1
2
nlmnBmn
)
+
R211
6
nijk
gilgjmgkn
R311
nlmn (4.55)
L'invariane sous les transformations de Lorentz de T d+1 requiert alors l'introdution
d'une quatre-forme nIJKL aux tés de la harge de D2-brane nijk = nijk11. Les harges
nI et nIJKL forment alors une représentation fondamentale du groupe de U-dualité
SO(5, 5,Z), de norme arrée
M2 =
(
nI +
1
6
nIJKLCJKL
)
gIM
(
nM +
1
6
nMNPQCNPQ
)
+
1
24
nIJKLgIM gJN gKP gLQ n
MNPQ . (4.56)
Cette extension est loin d'être anodine : la norme de la harge nijkl roît en eet en 1/g2
par ontraste ave la norme des harges de D-branes en 1/g, e qui implique l'existene
d'eets en e−1/g
2
là où seuls des eets en e−1/g seraient attendus. L'existene de es
eets n'est ependant pas avérée dans la mesure où toutes les tentatives pour reproduire
les amplitudes perturbatives à partir de ette série d'Eisenstein ont éhoué.
4.6 D-instantons et la géométrie de K3
L'étude des ouplages en R4 dans les ompatiations toroïdales de la M-théorie
nous a permis d'identier en détail les eets non perturbatifs intervenant dans es
ouplages en termes d'instantons de D-branes enroulées sur les yles non triviaux de
la variété de ompatiation. Le sués de ette identiation repose largement sur la
paramétrisation expliite de l'espae des modules, et sur la onnaissane du spetre des
yles supersymétriques du tore de dimension arbitraire. Il est ependant souhaitable
de déterminer si ette image persiste dans des situations plus réalistes et don moins
supersymétriques. L'étude de la ompatiation à 16 harges de supersymétrie sur K3
représente un premier pas dans ette diretion. La dualité hétérotique-type II permet
‡29
Corrélativement, la série d'instantons de D-branes ne reproduit pas les ontributions perturbatives
au ouplage en R4.
4.6 D-instantons et la géométrie de K3 129
enore de ontrler les eets non perturbatifs dans les ouplages 1/2-BPS saturés, et la
simpliité géométrique de la variété K3 permet enore d'en donner une interprétation
en termes de D-branes.
Nous avons déjà disuté les as de la théorie de type II ompatiée sur K3 × T 2
et de la théorie hétérotique sur T 6 dans le adre des orretions gravitationnelles en
R2 : es dernières sont alulables exatement à une boule dans la théorie de type
II, en raison du déouplage des multiplets vetoriels et des hypermultiplets dans la
théorie N = 2 sous-jaente ; elles s'interprètent alors du té hétérotique omme les
ontributions des instantons de NS5-brane enroulées sur le tore T 6. Il existe ependant
d'autres ouplages 1/2-BPS saturés pour lesquels ette restrition ne s'applique pas.
C'est le as du ouplage à quatre dérivées F˜1
F˜1
2S22
(
∂µ∂νS∂
µ∂νS + ∂µ∂νS¯∂
µ∂ν S¯
)
(4.57)
où S désigne le salaire omplexe du dilaton dans la théorie de type II (soit le module
de Kähler T de la théorie hétérotique duale). La omparaison des opérateurs de vertex
du dilaton S et du graviton montre que F˜1 est relié perturbativement au ouplage
gravitationnel R2 par la symétrie miroir . Il se réduit don perturbativement à la
ontribution à une boule donnée par la fontion modulaire
F˜ IIA1 = −24 log
(
U2|η(U)|4
)
, (4.58)
obtenue à partir du ouplage F1 (4.5) par éhange des modules T et U . Du point
de vue de la supersymétrie N = 2, U est ependant omme le dilaton membre d'un
hypermultiplet, et les orretions non perturbatives ne sont don pas exlues. Elles
sont du reste néessaires à l'invariane de l'amplitude (4.57) sous le groupe de U-
dualité SO(6, 22,Z)mélangeant le module U aux modules de K3 et au dilaton. On peut
ependant les aluler perturbativement du point de vue hétérotique, où le déouplage
des hypermultiplets au multiplet vetoriel du dilaton implique que l'amplitude image
∂∂T∂∂T soit exate à une boule. Le développement à faible ouplage de type IIA, soit
à grand volume T2 →∞ du té hétérotique, permet alors d'analyser les ontributions
du té de type II. Cette approhe a été développée onjointement ave I. Antoniadis
et T. Taylor, et a fait l'objet de la publiation annexée en appendie F. Nous y réfèrons
le leteur pour les détails de la dérivation, et nous ontentons d'en dérire le résultat.
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4.6.1 Couplage exat F˜1 à quatre dimensions
Le alul de l'amplitude de diusion à une boule hétérotique de deux modules T
ave deux autres modules quelonques φ1 et φ2 onduit à l'intégrale de la fontion de
partition du réseau de Narain Γ6,22 sur le domaine fondamental du tore, en présene
d'insertions de moments PR :
Aφ1φ2=
π2
T 22
∫
F
d2τ τ2
∑
PL,PR∈Γ6,22
[
P IRvIJ(φ1)P
J
R
] [
P IRvIJ(φ2)P
J
R
]
eiπτP
2
Le−iπτ¯P
2
R
1
η¯24(τ¯)
.
(4.59)
Le tenseur vIJ(φi) dérit la polarisation assoiée au module φi, et la fontion 1/η¯
24
représente la ontribution des 24 osillateurs du té droit. L'absene d'osillateurs du
té supersymétrique gauhe traduit la saturation BPS de e ouplage.
Dans la limite de grand volume du deux-tore T2 → ∞, le réseau de Narain Γ6,22
se fatorise en deux réseaux Γ2,2 × Γ4,20 ; les états de nombre d'enroulement non nul
autour de T 2 donnent lieu à des orretions d'ordre e−T2/α
′ ∼ e−1/g2IIA en prinipe
identiables à des ongurations instantoniques de NS5-branes de type II, négligeables
devant les orretions qui nous intéressent ii. Les moments droits PR s'identient alors
aux moments gauhes PL, et l'amplitude à quatre modules devient alors intégrable par
rapport aux modules φ1 et φ2 :
Aφ1φ2 ≈
1
T 22
Dφ1Dφ2F˜1 (4.60)
Le ouplage F˜1 s'érit alors, après resommation de Poisson sur les harges de moments
autour de T 2 et intégration sur τ1,
F˜1 = T2
∫ ∞
0
dτ2
(τ2)2
∑
nI ,qi
′
d
(
qtLq
2
)
e
− pi
τ2
ntGn − πτ2qt(M+L)q − 2πintY tq
(4.61)
Les deux harges nI=1,2 sont duales aux harges de moments autour du tore T 2 de
métrique GIJ , tandis que les 24 harges q
i
indexent les veteurs du réseau Γ4,20, de
norme arrée qtMq et produit pair qtLq. Les 2× 24 modules YiI désignent les lignes de
Wilson des hamps de jauge du réseau Γ4,20 autour des deux yles de T
2
. Finalement,
les oeients d(N) orrespondent aux oeients de Fourier de la fontion modu-
laire 1/η24 omme dans l'équation (3.56). Les états de harge q = 0 engendrent la
ontribution dominante à ette expression :
F˜1 = −24 log
(
U2|η(U)|4
)
+ δF˜1 , (4.62)
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laquelle reproduit préisément l'amplitude à une boule dans la théorie de type IIA
duale (4.58), donnant un test supplémentaire de la dualité N = 4 hétérotique-type
II. Les états de harge q non nulle induisent quant à eux des ontributions d'ordre
e−
√
T2 ∼ e−1/
√
α′
:
δF˜1 = 2T2
∑
nI ,qi
′
d
(
qtLq
2
)[
qt(M + L)q
ntGn
]1/2
K1
(
2π
√
ntGn · q
t(M + L)q
2
)
e− 2πin
tY tq ,
(4.63)
4.6.2 Instantons et l'homologie de K3
Dans les variables de type IIA, es ontributions orrespondent alors à des eets
d'ordre e−1/gIIA :
δF˜1 = 2T2e−φ6
∑
nI ,qi
′
d
(
qtLq
2
)[
qt(M + L)q
ntGn
]1/2
K1
(
2πe−φ6
√
ntGn · q
t(M + L)q
2
)
e− 2πin
tY tq ,
(4.64)
orrespondant à une ation eulidienne
S =
√
ntGn · e−φ6
√
qt(M + L)q
2
− intY tq (4.65)
où e−2φ6 = S2/T2 désigne le dilaton de la théorie de type IIA à six dimensions. Ces eets
s'interprètent naturellement en termes deD-branes de la théorie de type IIA s'enroulant
sur les yles impairs de la variété de ompatiation K3 × T 2 : on reonnaît en eet
dans l'ation (4.65) le produit de la masse d'un état solitonique à six dimensions (3.58)
par la longueur
√
ntGn d'un yle S1 de nombres d'enroulement (n
1, n2) autour des
deux erles du tore T 2. L'état solitonique à six dimensions orrespondant lui même à
une D-brane enroulée sur un yle pair γ deK3, on obtient bien ainsi l'ation eulidienne
de la D-brane enroulée sur le produit S1 × γ. L'identiation des lignes de Wilson Y
hétérotiques ave les valeurs de fond
∫
γi
R des potentiels de Ramond permet également
d'interpréter la partie imaginaire de l'ation eetive omme le ouplage de la D-brane
aux hamps de Ramond :
ntY tq =
∫
S1
qiRi =
∫
S1×K3
γ ∧ γi ∧Ri =
∫
S1×K3
γ ∧ R =
∫
S1×γ
R . (4.66)
Du point de vue de la théorie de type IIB
‡30
, l'ation eulidienne des eets non
‡30
Ce paragraphe onstitue une addition par rapport à la publiation en annexe F.
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perturbatifs devient
S =
√
(n+mB)2 + V 2m2 ·
√
e−2φ6
qt(M + L)q
2
− i(nY t +mY˜ t)q (4.67)
où on a renommé les harges n1, n2 en m,n et séparé la matrie des hamps de Ramond
en deux veteurs Y , orrespondant aux valeurs de fond des hamps de Ramond sur les
24 yles de K3, et Y˜ , orrespondant aux valeurs de fond sur T
2
des 24 tenseurs
antisymétriques à six dimensions obtenus en réduisant les hamps de Ramond sur
K3. Les entiers n et m diérenient les deux types de ongurations instantoniques
suseptibles d'apparaître dans la ompatiation de la théorie de type IIB surK3×T 2 :
 Les D(-1)-,D1- et D3-branes entièrement enroulées sur un yle γ = qiγi de K3
donnent lieu à des D-instantons dans la théorie à six dimensions, et a fortiori à
quatre dimensions. Leur ation eulidienne est proportionnelle à l'aire du yle γ
et reproduit l'équation (4.67) pour (m,n) = (0, 1). La phase inY tq est également
en aord ave ette interprétation.
 Les mêmes D-branes peuvent également être enroulées partiellement sur le yle
γ, et donner lieu à des D-ordes à six dimensions, de tension
T =
√
e−2φ6
qt(M + L)q
2
; (4.68)
elles-i peuvent enore être enroulées sur le tore T 2, pour former des D-instantons
de la théorie à quatre dimensions. L'ation eulidienne assoiée à es eets est
alors le produit de l'ation de Born-Infeld
√
V 2 +B2 par la tension, reproduisant
l'équation (4.67) dans le as (m,n) = (1, 0).
Les ongurations solitoniques pour (m,n) quelonques orrespondent à des superposi-
tions de D-instantons et de D-ordes, soit, en analogie ave le as de la ompatiation
toroïdale, à des D-ordes de ux életrique non nul.
Si l'interprétation du poids semi-lassique e−S en termes de ongurations de D-
branes ne pose pas de diulté, les oeients apparaissant devant e poids dans
l'équation (4.63) sont moins lairs mais devraient en prinipe résulter de l'expression
des opérateurs de vertex du dilaton dans le hamp de fond de es instantons, ainsi que
de l'intégration sur les modes zéro. Le oeient entier d(qtLq/2) peut en revanhe être
interprété omme le nombre de yles supersymétriques de K3 dans la lasse d'homolo-
gie
∑
γiq
i ‡31
. Nous avons déja mentionné ette onjeture dans le adre du omptage
‡31qtLq est alors égale à l'auto-intersetion du yle, 'est-à-dire dans le as des surfaes de Riemann
sa aratéristique d'Euler.
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des états BPS de la théorie de type IIA, et nous la retrouvons ii de manière naturelle
et indépendante.
4.6.3 Déompatiation et ouplages en R4
Le ouplage F˜1 exat à quatre dimensions étant ainsi obtenu, il est tentant d'en
étudier les onséquenes en dimensions supérieures par simple déompatiation. Du
point de vue de type IIA, la déompatiation T2 →∞ à dilaton eφ6 xé élimine toutes
les ontributions de D-branes, puisque elles i s'enroulent autour d'un des erles
du tore. La ontribution à une boule, indépendante du volume du tore, disparaît
également, et le ouplage ∂∂φ6∂∂φ6 est don nul en type IIA à six dimensions. La
situation est plus intéressante du té de type IIB, où les D-instantons (m, 0) subsistent
en dimension 6, ainsi que la ontribution à une boule :
F˜ (6)1 = 8π + 2e−ϕ6
∑
m6=0
qi 6=0
d
(
qtLq
2
) √
qt(M + L)q
|m| K1
(
2π|m|e−ϕ6
√
qt(M + L)q
2
)
e−2πimYiq
i
(4.69)
Dans la limite déadimensionnelle où le volume de K3 tend lui même vers l'inni, seuls
les D(-1)-instantons subsistent dans la somme, qui se réduit alors à
F˜ (10)1 =
24
2π
[
2π2
3
+ 4πe−ϕ10
∑
m6=0,q 6=0
∣∣∣ q
m
∣∣∣ K1 (2π|qm|e−ϕ10) e−2πimqa
]
(4.70)
De manière inattendue, la limite à dix dimensions des ouplages ∂∂φ∂∂φ de la théorie
de type IIB ompatiée sur K3 reproduit ainsi le ouplage en R
4
exat de Green et
Gutperle
‡32
de la théorie de type IIB à dix dimensions ! Cette oïnidene peut epen-
dant s'expliquer de la manière suivante : les ouplages en R4 de la théorie de type IIB
sont reliés par supersymétrie à des ouplages à huit dérivées R2∂∂φ∂∂φ, dont la rédu-
tion sur K3, de nombre de Pontryagin
∫
R2 = 24, génère l'interation F˜1. Inversement,
on démontre ainsi la validité de la onjeture de Green et Gutperle, et en partiulier
l'absene de ontributions des formes uspoïdales de Sl(2,Z) aux ouplages en R4.
‡32
au terme à l'ordre des arbres près. On montre dans l'appendie de l'artile en annexe F que e
terme est en réalité présent, mais qu'il n'aete pas les amplitudes physiques à quatre modules.
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Chapitre 5
M omme Matrie ?
L'éheveau des dualités des théories de ordes que nous avons dérit au hapitre 3
de e mémoire nous a onduit à l'idée que les inq théories des superordes à dix di-
mensions n'étaient que inq regards perturbatifs sur une théorie fondamentale enore
mystérieuse, dite M-théorie. Si le spetre perturbatif de es théories des ordes orre-
spond à elui d'une théorie à nombre inni de hamps en dix dimensions le spetre BPS
non perturbatif signale l'existene d'une onzième dimension ompate : les D0-branes
représentent les modes de Kaluza-Klein du supergraviton, et les ordes perturbatives
apparaissent alors omme les membranes enroulées selon ette diretion. Il est don
naturel de reherher une formulation de la théorie fondamentale dans l'espae-temps
non ompat à onze dimensions, reproduisant la dynamique perturbative des théories
de superordes aprés ompatiation. La théorie des matries, proposée par Banks,
Fishler, Shenker et Susskind en 1996 et revisitée par Susskind en 1997, onstitue une
tentative de dénition ab initio de ette théorie [BFSS97, Sus97℄. Nous donnerons une
brève introdution à la théorie des matries
‡1
et disuterons plus partiulièrement ses
ompatiations toroïdales, dans le but de omprendre les U-dualités des théories des
ordes maximalement supersymétriques. Ce hapitre visera en même temps à introduire
au travail eetué en ollaboration ave Niels Obers et Eliezer Rabinovii, annexé en
appendie G.
‡1
Le leteur pourra également se reporter aux artiles de revue [Ban97, BS97, Bil97℄ pour plus de
détails.
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Fig. 5.1: Quantiation à temps égal (gauhe) et sur le front de lumière (droit).
5.1 Quantiation sur le front de lumière
5.1.1 Cinématique sur le front de lumière
Si l'invariane de Poinaré est un prérequis de toute théorie physique, sa manifes-
tation expliite dans les théories de jauge oblige ependant à l'introdution de degrés
de liberté fantmatiques qui obsurissent la physique. La dénition de l'espae de
Hilbert d'une théorie des hamps néessite du reste une foliation (sliing) de l'espae-
temps qui brise l'invariane de Poinaré (gure 5.1). La foliation par surfaes de temps
t = x0 égal est généralement hoisie, et est invariante sous les translations et ro-
tations spatiales, orrespondant aux générateurs inématiques du groupe de Poinaré.
Les générateurs de translation selon le temps et de boost font quant à eux expliitement
intervenir les ompliations de la dynamique. La foliation par surfaes de temps de
lumière x+ = (x0+x1)/
√
2, orrespondant à la quantiation sur le front de lumière‡2,
est avantageuse de e point de vue, puisque les translations et rotations transverses P i
et Lij ainsi que lemoment longitudinal P+ et les boosts L−i et L+− sont des générateurs
inématiques
‡3
. P− engendre les translations selon x− et joue le rle du Hamiltonien.
Par ontraste ave la relation de dispersion non polynomiale de la quantiation à
‡2
Le terme ne de lumière est inapproprié, ar seule la moitié du ne (x0)2−(x1)2 = 0 supporte
la fontion d'onde. On utilise également la dénomination de référentiel de moment inni, qui n'est
guère plus adaptée.
‡3
La quantiation à x− = (x0−x1)/√2 onstant présente ainsi un générateur inématique supplé-
mentaire sur la quantiation à t onstant, quelque soit la dimension de l'espae.
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Fig. 5.2: Relation de dispersion à temps égal (gauhe) et sur le front de lumière (droit).
temps égal (gure 5.2)
H =
√
P iPi +M2 , (5.1)
la relation de dispersion prend sur le front de lumière la forme
P− =
P iPi +M2
2P+
. (5.2)
La similitude de ette relation ave la relation de dispersion non relativiste H =
M+ (pi)2/2M résulte de l'invariane sous le groupe de Galilée de l'espae transverse.
L'équation (5.2) implique en partiulier que les partiules, orrespondant à P− > 0,
ont un moment longitudinal P+ positif, tandis que les antipartiules ont un moment
négatif (gure 5.2). L'état du vide de P− se réduit don à l'état fondamental |0〉 de
l'espae de Fok
‡4
. Les états fantmatiques de norme négative sont également exlus
dans ette formulation. En ontrepartie de es simpliations, le hamiltonien sur le
front de lumière présente des interations non loales instantanées orrespondant à
la présene du ple en P+ = 0 dans la relation (5.2), et donnant naissane aux dia-
grammes de mouettes aratéristiques de la quantiation sur le front de lumière.
Le traitement des modes de moment P+ → 0 onstitue le point le plus déliat de e
shéma de quantiation, sous lequel se réfugient les ompliations de la struture du
vide dans l'approhe ordinaire (voir par exemple [Pin93℄).
‡4
à la ontribution des modes de moment P+ nul près. Ces derniers sont exlus par la relation de
dispersion (5.2), sauf lorsque la masse m s'annule.
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5.1.2 Front de lumière disret et résolution spetrale
La théorie des hamps peut être régularisée à la fois dans l'infrarouge et dans
l'ultraviolet en supposant la diretion x− ompate de longueur 2πL [MY76, PB85℄.
Le moment longitudinal de la partiule i est alors quantié selon
P+i =
n
L
, n = 1, 2, . . . , (5.3)
e qui vaut à ette proédure le nom de quantiation sur le front de lumière disret (dis-
rete light one quantization, ou DLCQ). Le moment total P+ étant onservé, l'espae
de Hilbert se déompose alors en seteurs de superséletion HN de moment P+ = N/L,
de dimension nie
‡5
engendré par les états de l'espae de Fok α†n1α
†
n2
. . . α†nk |0〉 tels
que n1+n2+ · · ·+nk = N ; la diagonalisation du hamiltonien P− peut alors être ee-
tuée numériquement dans haque seteur. Contrairement au as de la quantiation à
temps égal ordinaire, ette nitude ne requiert pas de ut-o ultraviolet n ≤ Λ sur les
impulsions longitudinales P+i : la dimension nie est assurée par la ondition ni > 0. Il
faut ependant prendre garde au fait que la diretion x− est de genre lumière, et que
L n'est pas une longueur invariante. Elle peut être modiée à volonté par un boost de
Lorentz L+− :(
x0
x1
)
→
(
cosh β − sinh β
− sinh β cosh β
)(
x0
x1
)
, L→ eβL , P− → eβP− , P+ → e−βP+ .
(5.4)
La dépendane en L du moment P+ et du hamiltonien P− est don partiulièrement
simple :
P+ =
N
L
, P− = LHN (5.5)
et la masse M2 = 2P+P− est en partiulier indépendante de L. La ompaité de la
diretion x− n'est ependant qu'un artie de alul, et les résultats physiques sont
obtenus dans la limite double L → ∞, N → ∞ à moment longitudinal P+ xé. Le
spetre de masse, orrespondant aux valeurs propres de la matrie HN , dépend de
N et se préise au fur et à mesure que N augmente. L'entier N orrespond don en
réalité à la résolution spetrale bien plus qu'au moment longitudinal. On peut évaluer
la valeur de N minimale pour représenter un état au repos de masse M et de taille
‡5
dans le as d'une théorie en dimension 1+1. En dimension supérieure, le ontinuum des impulsions
transverses subsiste, et peut être levé par une ompatiation appropriée.
5.1 Quantiation sur le front de lumière 139
aratéristique r en demandant que ette dernière soit très inférieure au rayon du erle
de genre lumière L [BS97b℄. En tenant ompte de l'égalité au repos M = P− = P+,
on obtient ainsi la ondition
N ≫ r M . (5.6)
5.1.3 La théorie des ordes sur le front de lumière disret
La quantiation sur le front de lumière a joué un rle historique très important dans
la ompréhension des modèles duaux et des théories de ordes [GGRT73℄. Elle permet
en eet de xer omplètement les reparamétrisations de la surfae d'univers, et ne
laisse que les degrés de liberté physiques des utuations transverses de la orde. Nous
avons pu appréier l'eaité de ette proédure au hapitre 3 pour la détermination
des fontions de partition des théories des ordes. Elle peut être aisément adaptée au
as de la ompatiation sur un erle de genre lumière x− ≡ x− +2πL, omme nous
le rappelons maintenant.
La jauge du front de lumière onsiste à identier le temps de la surfae d'univers
ave le temps propre de l'espae ible :
X+(σ, τ) = x+ + α′P+τ (5.7)
La ondition de Virasoro assoiée à l'invariane sur les reparamétrisations
0 = ∂σX
µ∂τXµ = P
+∂σX
− − ∂σX i∂τX i (5.8)
permet d'éliminer la oordonnée X− au prot des oordonnées transverses. Les oe-
ients de Fourier de X− s'expriment alors en fontion des osillateurs transverses :
α−n =
1
P+
(
1
2
∞∑
m=−∞
: αin−mα
i
m : −aδn
)
(5.9)
α˜−n =
1
P+
(
1
2
∞∑
m=−∞
: α˜in−mα˜
i
m : −a˜δn
)
(5.10)
La ompatiation x− ≡ x− + 2πL peut être onstruite omme une onstrution
d'orbifold habituelle : elle projette don sur les états invariants de moment P+ = N/L,
et introduit des états twistés s'enroulant n fois autour de la diretion ompate :
X−(σ + 2π) = X− + 2πnL (5.11)
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En insérant les modes zéros gauhes et droits de X−
α−0 =
P−
2
+
nL
2α′
, α˜−0 =
P−
2
− nL
2α′
, αi0 = α¯
i
0 =
P i
2
, (5.12)
la somme et la diérene des équations (5.9) onduisent à la formule de masse et la
ondition de level mathing :
P− =
1
2P+
(
P iP i + 2
NL +NR − a− a¯
α′
)
(5.13)
nN = NL −NR − a+ a¯ (5.14)
Ces relations peuvent être étendues au as des superordes en utilisant les valeurs
appropriées des interepts a et a¯, et inluant les ontributions fermioniques dans les
nombres d'exitations NL et NR. La limite de grand N est triviale dans le as de la
théorie des ordes libres, mais devient intéressante en présene d'interations ; elles-
i néessitent ependant l'introdution d'une théorie de hamps de ordes, qui n'a
pas enore été pleinement développée. La quantiation du moment P− peut être
ommodément inorporée en redénissant la périodiité de la oordonnée σ à σ ≡
σ +N/L. Chaque orde onsiste alors en un nombre entier de partons élémentaires
de longueur 1/L, et la onservation du moment P− au ours des interations entre
ordes orrespond à la onservation du nombre de partons.
5.2 M-théorie sur le front de lumière
Selon la onjeture BFSS, dans sa formulation renforée par Susskind, la M-théorie
est dérite sur le front de lumière disret dans le seteur de moment longitudinal
P+ = N/L par la méanique quantique de N D0-branes. Cette onjeture peut être
heuristiquement justiée en identiant le erle de genre lumière de rayon de lumière
L dénissant le front de lumière disret à un erle spatial ordinaire de rayon Rs inn-
iment boosté :(
cosh β − sinh β
− sinh β cosh β
)(
0
Rs
)
=
L√
2
(
−1 + e−2β
1 + e−2β
)
→ 1√
2
(
−L
L
)
(5.15)
A rayon de lumière L xé, le rayon Rs =
√
2Le−β tend don vers 0 dans la limite
de boost inni β → ∞. Le seteur (P+ = N/L, P− = LHN ) du front de lumière
disret orrespond don au seteur (P+s = N/Rs, P
− = RsHN), soit (P ∼ N/Rs, H =
P + RsHN) de la M-théorie ompatiée sur un erle spatial de rayon Rs → 0. Cette
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théorie orrespond préisément à la théorie des ordes de type IIA en présene de
N D0-branes. Pour dénir sans ambiguïté la limite à onsidérer, il est néessaire de
déterminer le régime d'énergie pertinent pour la desription de la M-théorie sur le front
de lumière disret. Le hamiltonien sur le front de lumière disret P−étant proportionnel
au rayon de lumière L, il s'érit don, pour raison de dimension,
P− =
L
l211
hN (5.16)
où le spetre de hN est d'ordre unité. Après le boost, on obtient ainsi une énergie
H − P = Rs
l211
hN (5.17)
et il est don ommode d'eetuer un hangement d'éhelle l11 → l11s = l11e2β de
manière à maintenir ette énergie nie. Les degrés de liberté pertinents seront séle-
tionnés dans la limite de saling
Rs → 0 , M = Rs
l211s
=
L
l211
xé (5.18)
Exprimés en termes de Rs et M , les paramètres de la théorie de type IIA s'érivent
alors
g = (RsM)
3/4 , α′ =
R
1/2
s
M3/2
(5.19)
La théorie des ordes de type IIA est don faiblement ouplée et à basse énergie dans
la limite. Les orretions de boules et de dérivées supérieures à la dynamique des D0-
branes sont don supprimées, et elle-i est exatement dérite par l'approximation de
Yang-Mills à l'ation de Born-Infeld supersymétrique :
L =
∫
dτ
(α′)3/2
2g
tr
(
(∇τX i)2 + 2θt∇τθ − 1
2
[X i, Xj]2 − 2θtγi[θ,X i]
)
(5.20)
où les neuf oordonnéesX i, maintenant interprétées omme les oordonnées transverses
de la M-théorie sur le front de lumière disret, prennent leurs valeurs dans l'adjoint de
U(N). Après redénition du hamp X i → g1/3X i, on obtient en unités de l11
L =
∫
dτ tr
(
1
2Rs
(∇τX i)2 + 2θt∇τθ − Rs
4
tr [X i, Xj]2 − Rsθtγi[θ,X i]
)
(5.21)
ave ∇τ = ∂τ + i[A, ·]. Le hamiltonien assoié à ette théorie des hamps en dimensions
0+1 s'érit alors en termes du moment Πi = ∇τX i onjugué à X i :
H = Rs tr
(
1
2
(Πi)2 +
1
4
([X i, Xj])2 + θtγi[θ,X i]
)
+
N
Rs
, (5.22)
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auquel on a ajouté l'énergie au repos des N D0-branes à grande séparation. L'invariane
de jauge permet de xer A = 0, mais il faut enore restreindre l'espae de Hilbert aux
états invariants de jauge en imposant la ontrainte de Gauss
[X i,Πi] + [θ, θt] ≡ 0 (5.23)
Cet argument nous onduit don à la onjeture BFSS : la M-théorie est dérite sur
le front de lumière disret dans le seteur de moment longitudinal P+ = N/L par
la méanique quantique supersymétrique de 9 matries hermitiennes N × N X i, de
hamiltonien
P− = L tr
(
1
2
(pi)2 +
1
2
(Πi)2 +
1
4
([X i, Xj])2 + θtγi[θ,X i]
)
, (5.24)
où on a déouplé le fateur abélien de moment pi et le fateur SU(N) de moment Πi ;
le premier dérit le mouvement transverse du entre de masse du système, tandis que
le seond dérit les interations des D0-branes, identiées aux partons de la M-théorie
sur le front de lumière disret. La M-théorie sur le front de lumière non ompat est
obtenue dans la limite de résolution spetrale innie :
N →∞ , L→∞ , P+ = N
L
xé. (5.25)
Cette onjeture appelle plusieurs ommentaires :
 le hamiltonien (5.24) remplit tout d'abord les onditions de symétrie sous le
groupe de Galilée supersymétrique de l'espae transverse
{qα, qβ} = δαβP+ , {Qα, Qβ} = δαβP− , [Qα, qβ] = γiαβP i (5.26)
engendré par les 16+16 harges supersymétriques
qα =
1√
L
tr θ (5.27)
Qα =
√
L tr (γiαβP
i + i[X i, Xj]γijαβ)θβ (5.28)
Les 16 harges qα sont réalisées non linéairement et n'agissent que sur le fateur
abélien du groupe de jauge U(N). Elles orrespondent aux harges spontanément
brisées par la présene des D0-branes dans le langage de la théorie de type IIA.
Seules les harges Qα, orrespondant aux 16 harges de la théorie de Yang-Mills
à dix dimensions, ontraignent la dynamique relative des D0-branes.
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 la dépendane du hamiltonien en le rayon de lumière L est ompatible ave
l'invariane de Lorentz selon L+−. L'invariane sous les générateurs dynamiques
L+i est en revanhe loin d'être évidente, et onstitue l'essene de la onjeture.
Elle est du reste brisée par la ompaité de la diretion x−, et n'a lieu d'être
que dans la limite L → ∞, N → ∞. La onstrution d'opérateurs L+i dans le
seteur de superséletion HN générant le groupe de Poinaré à grand N reste un
problème ouvert de première importane.
 pour prétendre à dérire la M-théorie, la moindre des exigenes est que la théorie
des matries inlue le supergraviton de masse nulle et de moment longitudinalN .
Un tel état doit orrespondre à un état fondamental supersymétrique du hamil-
tonien SU(N) dérivant le mouvement relatif des N partons. La démonstration
de l'existene et l'uniité d'un tel état onstitue un seond problème non résolu
à e jour. Les états à plusieurs gravitons de moments Ni/L peuvent être dérits
asymptotiquement en déomposant la matrie N × N en blos diagonaux ; un
alul de diusion dans l'approximation de Born-Oppenheimer peut alors être
eetué et omparé à la prédition de la théorie de supergravité. K. et M. Beker
ont ainsi observé l'aord au seond ordre dans le développement en boules de
la méanique quantique des D0-branes [BB97℄.
 les membranes et inq-branes de la M-théorie ne jouent auun rle dans ette
formulation. Elles doivent don apparaître omme états liés de D0-branes. De
fait, le hamiltonien (5.24) est identique au hamiltonien de la supermembrane
après remplaement du rohet de Lie de l'algèbre su(N) par le rohet de Poisson
sur l'algèbre des fontions sur la surfae de la membrane [BSS97℄. Dans le as
d'une membrane toroïdale, la orrespondane peut être préisée en assoiant à
haque fontionX i(σ1, σ2) la matrie de ses oeientsX
i
mn sur la base de Fourier
ei(mσ1+nσ2). Le statut des 5-branes est moins lair à e jour [BD97℄.
 ayant ramené l'étude de la gravité quantique à onze dimensions à un problème de
méanique quantique, on pourrait pousser le raisonnement plus loin et onsidérer
le modèle de matrie orrespondant à la méanique statistique de N D-instantons
de la théorie de type IIB, dérite par la rédution dimensionnelle totale de la
théorie de Yang-Mills U(N) à 10 dimensions :
S =
1
4
tr
(
[X i, Xj]2 + θtγi[θ,X i]
)
(5.29)
où l'indie i va maintenant de 0 à 9. Cette approhe a été initiée par Ishibashi,
Kawai, Kitazawa et Tsuhiya [IKKT97℄, et n'a pas reçu la même attention que
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la proposition onurrente. La onstrution des membranes mentionnée au para-
graphe préédent peut ependant être transposée dans e formalisme pour obtenir
la orde de type IIB [FKKT98℄. Comme nous le verrons dans la setion suivante,
la théorie des matries peut être onsidérée omme une ompatiation de ette
théorie des D-instantons.
5.3 Compatiation de la théorie des matries
La théorie des matries prétend dérire la M-théorie non ompatiée sur le front
de lumière. Dans une théorie ontenant des objets étendus, la ompatiation est une
opération non triviale qui peut hanger drastiquement les degrés de liberté pertinents.
La presription pour la ompatiation de la théorie des matries est à l'heure atuelle
inomplète : elle fournit une formulation aeptable pour les ompatiations sur un
tore T d de dimension d ≤ 3, mais indénie en dimension inférieure ou sur des variétés
ourbes. Elle montre toutefois une extension dramatique des degrés de liberté à prendre
en ompte, puisque la méanique quantique doit éder la plae à une authentique théorie
des hamps en dimension d+ 1.
5.3.1 Compatiation toroïdale et théories de jauge
La ompatiation toroïdale d'une théorie des hamps proède en général en im-
posant l'invariane sous la symétrie disrète X9 → X9+2πR. Dans le as de la théorie
des matries, ette identiation doit être prise à une transformation de jauge près, et
on est don onduit à restreindre notre attention aux matries X telles que
UX9U−1 = X9 + 2πRI , UX iU−1 = X i , i = 1 . . . 8, (5.30)
où la matrie U est unitaire et la translation agit sur la oordonnée du entre de masse
TrX9 uniquement. Cette ondition n'admet de solution qu'à N inni, soit en présene
d'un nombre inni de D0-branes. En hoisissant pour U la permutation i → i +M ,
elle traduit le fait que le groupe de M D0-branes, dérit par les matries hermitiennes
M × M (X i0, X90 ), est dupliqué autour de haque point ( trX i0, trX90 + 2πRZ). Les
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matries innies X prennent don la forme
X i =

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
. X i0 X
i
1 X
i
2
.
.
. X i−1 X
i
0 X
i
1
.
.
.
X i−2 X
i
−1 X
i
0
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

, X9 =

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
. X90 − 2πR X91 X92
.
.
. X9−1 X
9
0 X
9
1
.
.
.
X9−2 X
9
−1 X
9
0 + 2πR
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

(5.31)
Les blos élémentaires XIn peuvent être ommodément regroupés en un seul en intro-
duisant une nouvelle oordonnée ompate σ de période 1/R, et en dénissant
X i(σ, τ) =
∞∑
n=−∞
X in(τ)e
2πinRσ , X9(σ, τ) =
∞∑
n=−∞
X9n(τ)e
2πinRσ , (5.32)
Les ommutateurs des matries U(N) innies s'expriment alors simplement en termes
des fontions X(σ, τ)à valeurs dans su(M) par
[
X i, Xj
]
(σ) =
[
X i(σ), Xj(σ)
]
(5.33)[
X9, X i
]
(σ) = i∂σX
i(σ) +
[
X9(σ), Xj(σ)
]
(5.34)
et la trae dans U(N) est simplement remplaée par 1
2πR
∫
dσ tr . Le modèle de ma-
tries U(N) à 0+1 dimensions, dans le seteur des matries innies satisfaisant aux
onditions (5.30), est don remplaé par une théorie de jauge supersymétrique U(M)
à 1+1 dimensions
‡6
L =
∫
dτ dσ
1
R
tr
(
1
2L
∇αX i∇αX i + 2θtγα∇αθ − L
4
tr
[
X i, Xj
]2 − Lθtγi [θ,X i])
(5.35)
où la oordonnée ompate X9 est interprétée omme la onnexion de jauge Aσ. Les
transformations de jaugeX → ΩXΩ−1 de la théorie initiale, ommutant ave la matrie
unitaire U , engendrent ainsi les transformations de jauge de la théorie ompatiée :
(ΩX iΩ−1)(σ) = Ω(σ)X i(σ)Ω−1(σ) (5.36)
(ΩX9Ω−1)(σ) = Ω(σ)X i(σ)Ω−1(σ)− iΩ(σ)∂σΩ−1(σ) (5.37)
‡6
Par la même onstrution, le modèle de matries de BFSS apparaît don omme la ompatia-
tion du modèle des instantons de Ishibashi et al.
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Cette théorie de jauge à 1+1 dimensions peut être interprétée omme la dénition non
perturbative de la théorie de type IIA sur le front de lumière disret [BS97a, DVV97b,
Mot97℄. A grande distane, les 8 oordonnées matriielles X i(σ, τ) deviennent en ef-
fet simultanément diagonalisables, et dérivent les positions transverses de N ordes
élémentaires. La diagonalisation n'est ependant pas globalement dénie autour de la
diretion σ, mais seulement à une permutation des N valeurs propres près. Les N ordes
élémentaires s'arrangent alors selon les k yles intervenant dans la permutation en k
ordes de longueur ni, et de moment longitudinal P
+
i = ni/L. On retrouve ainsi la
formulation de la théorie des ordes perturbatives sur le front de lumière disret, dans
un formalisme de seonde quantiation. Les interations sont induites par l'extension
de la symétrie de jauge lorsque deux valeurs propres oïnident. La orde hétérotique
non perturbative est quant à elle obtenue par projetion Z2, et dérite par une théorie
de jauge SO(N) à 1+1 dimensions et 8 harges supersymétriques [BM97℄
Cette onstrution peut aisément être répétée pour des ompatiations sur un tore
T d, et onduit, dans le as où les matries unitaires de ompatiation Ui ommutent,
à une théorie de jauge à 16 harges supersymétriques en d + 1 dimensions, dénie
sur l'espae réiproque du tore de ompatiation. Cette théorie n'est autre que la
rédution dimensionnelle de la théorie de Yang-Mills supersymétrique à dix dimensions.
La simpliité de la théorie des matries disparaît don rapidement par ompatiation,
et sa signiation devient même problématique pour d > 3, puisque la théorie de jauge
perd sa liberté asymptotique et devient indénie à ourte distane. Si en revanhe les
matries Ui ne ommutent pas, la théorie de jauge ordinaire doit être remplaée par une
théorie de jauge sur le tore non ommutatif [CDS97, Con94℄. Le statut de es théories
et leurs propriétés sont enore largement méonnues.
5.3.2 Compatiation et limite de saling
Le shéma de ompatiation disuté i-dessus peut être ompris plus généralement
en revenant à la limite de saling qui nous a onduit au modèle de BFSS [Sei97, Sen97℄.
En identiant le erle de genre lumière à un erle spatial inniment boosté, on peut
obtenir la quantiation sur le front de lumière disret de la M-théorie ompatiée
sur le tore T d omme la théorie de type IIA ompatiée sur T d en présene de N
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D0-branes. dans la limite de saling
g = (RsM)
3/4 , α′ =
R
1/2
s
M3/2
, Ri = ri
(
Rs
M
)1/2
, Rs → 0 ; M = L
l211
, ri =
Ri
l11
xés
(5.38)
où les rayons Ri du tore sont gardés onstants en unités de Plank l11. Le tore devient
don de taille nulle, et il est alors ommode d'eetuer une T-dualité sur toutes les
diretions de T d : on obtient ainsi la théorie des ordes de type IIA (d pair) ou IIB (d
impair) en présene de N Dp-branes, de paramètres
g˜ =
(RsM)
3−d
4∏
ri
, α˜′ =
R
1/2
s
M3/2
, R˜i =
1
riM
, Rs → 0 ; M, ri xés . (5.39)
Le tore est maintenant de taille xée, et l'éhelle des ordes tend vers 0, de sorte que les
modes massifs se déouplent toujours. Pour d ≤ 2, la théorie de type II reste faiblement
ouplée, et la M-théorie peut don être dérite par la théorie de Yang-Mills à 16 harges
supersymétriques sur le volume d'univers de la Dp-brane. Le ouplage et les paramètres
géométriques de ette théorie de jauge sont donnés par
1
g2YM
=
α˜
′ 3−d
2
g˜
= Md−3
∏
ri , si = R˜i =
1
riM
(5.40)
et sont don gardés xes dans la limite de saling. La M-théorie sur le front de lumière
non ompat est alors obtenue dans la limite de résolution spetrale innie M ∼ L ∼
N →∞, soit
g2YMN
d−3 = te , siN = te . (5.41)
Le ouplage de Yang-Mills étant de dimension d−3, il est plus intéressant de le ramener
à la taille du tore :
g2YM
(∏
si
) 3−d
d
=
(∏
si
)−3
d
, (5.42)
et le ouplage sans dimension est don gardé xe dans les limites de saling et de
résolution spetrale innie.
Cette desription reste orrete dans le as d = 3 bien que le ouplage de la théorie
des ordes soit maintenant ni, ar les orretions de boules sont toujours supprimées
par la limite α′ → 0. On note en partiulier que la limite N → ∞ est diérente de la
limite de grand N de 't Hooft ouramment onsidérée dans les théories de jauge à 4
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dimensions [tH74b℄. Pour d = 4 ependant, la théorie de type IIA devient fortement
ouplée et génère une nouvelle onzième dimension
‡7
, de rayon et d'éhelle de Plank
R˜ = g˜
√
α˜′ =
1
M
∏
ri
, l˜11 = g˜
1/3
√
α˜′ = R1/6s M
−5/6∏ r−1/3i . (5.43)
Les N D4-branes de la théorie de type IIA orrespondent maintenant à N 5-branes
enroulées sur la diretion de rayon R˜. La masse de Plank 1/l˜11 divergeant dans la limite
de saling, la gravitation se déouple des degrés de liberté sur le volume d'univers de
la 5-brane, et la M-théorie ompatiée sur T 4 peut don être dérite sur le front de
lumière disret par la théorie de volume d'univers de N 5-branes [BRS97℄. Cette théorie
est malheureusement trop mal onnue à l'heure atuelle pour fournir une dénition
utilisable de la M-théorie ompatiée sur T 4.
Dans le as d = 5, le fort ouplage de la théorie de type IIB invite à eetuer une
transformation de S-dualité ; les N D5-branes deviennent alors N NS5-branes de la
théorie de type IIB de paramètres
gˆ =
1
g˜
= (RsM)
1/2
∏
ri , αˆ
′ = g˜α˜′ =
∏
ri
M2
, Rˆi = R˜i . (5.44)
Dans la limite de saling, les modes se propageant dans l'espae-temps ambiant peuvent
enore être déouplés des modes loalisés sur les NS5-branes, laissant une théorie des
ordes de tension nie 1/αˆ′ se propageant sur la NS5-brane. L'existene de ette théorie
des ordes non ritiques est hautement onjeturale, et ne permet pas de donner une
dénition eetive de la M-théorie ompatiée sur T 5. La situation est enore plus
sérieuse dans le as de la ompatiation sur T 6, où le rayon de la onzième dimension
générée à fort ouplage diverge et où l'éhelle de Plank reste nie dans la limite de
saling.
A défaut de fournir une dénition non perturbative de la M-théorie, es desrip-
tions justient au moins heuristiquement les groupes de U-dualité observés dans les
ompatiations de la M-théorie sur T 4 et T 5 : le groupe E4(Z) = Sl(5,Z) peut être
interprété omme le groupe modulaire du volume d'univers T 5 de la 5-brane dans le
as d = 4, tandis que le groupe E5(Z) = SO(5, 5,Z) apparaît omme le groupe de
T-dualité de la théorie des ordes hypothétique se propageant dans le volume d'univers
des NS5-branes de la théorie de type IIB pour d = 5. Dans le paragraphe suivant,
nous obtiendrons une meilleure ompréhension de es symétries de U-dualité en les
traduisant dans le langage des théories de jauge.
‡7
à ne pas onfondre ave la dimension dénissant le front de lumière disret.
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5.3.3 Dualité életrique-magnétique et U-dualité
La presription de BFSS pour la dénition de la M-théorie demeure don pour
l'heure sérieusement inomplète, et pour les ompatiations sur des variétés de di-
mension d > 3, se heurte à la diulté d'étendre dans l'ultraviolet les théories de jauge
en dimension d + 1. Certaines propriétés de ette extension peuvent ependant être
xées en traduisant les ontraintes de la U-dualité de la M-théorie ompatiée toroï-
dalement en termes de ette théorie de jauge. Cette approhe a été suivie par Elitzur,
Giveon, Kutasov et Rabinovii et prolongée en ollaboration ave Obers et Rabinovii,
dans le travail présenté en appendie G [EGKR98, OPR97℄.
Le groupe de U-dualité de la M-théorie ompatiée sur T d est engendré par deux
sous-groupes disrets : le groupe modulaire Sl(d,Z) du tore de ompatiation, et le
groupe de T-dualité SO(d − 1, d − 1,Z). L'ation du premier est manifeste dans la
théorie de jauge dérivant la M-théorie sur le front de lumière disret, et s'identie au
groupe modulaire du tore réiproque sur lequel se propage la théorie de jauge. Si on se
restreint pour simpliité aux tores retangulaires en l'absene de hamp de fond pour
le tenseur de jauge Cµνρ
‡8
, e groupe modulaire se restreint au groupe de permutations
Sij : Ri ↔ Rj (5.45)
des d rayons, qui n'est autre que le groupe de Weyl de Sl(d,Z).
L'ation du seond peut être déterminée en hoisissant une dimension k parmi les
d dimensions du tore (notée 11 dans les hapitres préédents), et en identiant la M-
théorie ompatiée sur T d à la théorie de type IIA ompatiée sur T d−1, de ouplage
et d'éhelle des ordes
g =
(
Rk
l11
)3/2
, α′ =
l311
Rk
. (5.46)
L'inversion simultanée de deux rayons (Ri, Rj , g) → (α′/Rj , α′/Ri, g α′/RiRj) s'érit
alors, en termes des variables de la M-théorie
‡9
Tijk : Ri → l
3
11
RjRk
, Rj → l
3
11
RiRk
, Rk → l
3
11
RiRj
, l311 →
l611
RiRjRk
. (5.47)
‡8
L'extension de e formalisme aux ompatiations toroïdales générales fait l'objet de l'artile en
appendie G.
‡9l11 peut être rendue invariante par un hangement d'éhelle, mais les transformations des rayons
Ri,j,k seraient alors moins élégantes.
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La transformation de T-dualité Tijk est don invariante sous les permutations des trois
rayonsRi,j,k, qui apparaissent ainsi sur un pied d'égalité du point de vue de la M-théorie.
Elle laisse en partiulier invariante l'éhelle de Plank à 11 − d dimensions ∏Ri/l911.
En termes des paramètres de la théorie de jauge, la transformation Tijk s'érit
Sijk :

g2YM → g
2(2−4)
YM
W d−5
, W =
∏
a6=i,j,k sa
sα → sα , α = i, j, k
sa → g
2
YM
W
sa , a 6= i, j, k .
(5.48)
Dans le as de la ompatiation sur T 3, ette transformation se réduit à la symétrie de
dualité életrique- magnétique g2 → 1/g2 de la théorie de jaugeN = 4 à 3+1 dimensions
[Sus96, FHRS97℄. Pour d > 3, la transformation (5.48) peut enore s'interpréter omme
S-dualité en interprétant le tore T d omme bration de tores T 3 : la théorie de jauge
sur T d peut alors être réduite en une théorie de Yang-Mills sur le 3-tore généré par les
diretions i, j, k, de ouplage
1
g2eff
=
W
g2YM
(5.49)
La transformation (5.48) orrespond alors simplement à la S-dualité (g2eff , sα, sa) →
(1/g2eff , sα, g
2
effsa) dans la théorie de Yang-Mills sur T
3
. Comme l'ont montré Elitzur
et al, le groupe généré par les transformations Sij et Sijk n'est autre que le groupe de
Weyl W(Ed) du groupe de U-dualité Ed. Les générateurs manquants de Ed(Z), que
nous appellerons générateurs de Borel, orrespondent aux transformations modulaires
γi → γi+ γj du tore T d, ainsi qu'aux transformations de T-dualité Cijk → Cijk +1 ; es
dernières étendent en partiulier la transformation Sijk au groupe de S-dualité Sl(2,Z)
de la théorie de Yang-Mills sur la bre T 3. Pour observer l'invariane sous le groupe
de U-dualité total, il est don néessaire d'autoriser les ompatiations sur des tores
de métrique non retangulaire en présene de hamp de fond pour le tenseur Cµνρ.
5.3.4 Etats BPS et multiplets de U-dualité
Ayant dérit omment le groupe de U-dualité émergeait du point de vue de la
théorie de jauge dérivant la M-théorie ompatiée sur le front de lumière disret, il
nous reste enore à omprendre omment le spetre BPS s'organise en représentations
de e groupe. Etant donné les inertitudes de la dénition de la M-théorie, on ne peut
en l'état atuel dériver e spetre ; l'existene de ertains états est ependant requise,
et don également elle de leurs images sous la U-dualité.
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Ainsi, la M-théorie devant inlure le supergraviton de masse nulle dans son spetre,
elle doit après ompatiation ontenir les états de Kaluza-Klein de masseM = 1/Ri
et de moment P+ = N/L. Ceux-i orrespondent à des états d'énergie
P− =
M2
P+
=
L
NR2i
=
g2YMs
2
i
NVs
(5.50)
et s'identient don dans la théorie de jauge à l'état portant un ux életrique dans la
diretion i. Par dualité Sijk, et état donne naissane à un multiplet de ux, d'énergies
et de masses
‡10
P− =
Vs
Ng2YM(sisj)
2
→M = RiRj
l311
(5.51)
P− =
V 3s
Ng6YM(sisjskslsm)
2
→M = RiRjRkRlRm
l611
(5.52)
P− =
V 5s
Ng10YM(si; sjskslsmsnspsq)
2
→M = Ri;RjRkRlRmRnRpRq
l911
(5.53)
où l'on s'est restreint aux états apparaissant pour d ≤ 7. Vs =
∏
si désigne le volume
du tore dual. L'état (5.51) n'est autre que le ux magnétique selon les diretions i et
j, et dérit la membrane de la M-théorie enroulée sur un deux-yle du tore T d. L'état
(5.52) apparaît pour d ≥ 5, et, omme le montre sa masse, orrespond à la 5-brane de la
M-théorie enroulée sur un 5-yle du tore ; son énergie en 1/g6YM ne permet ependant
de l'identier à auun état onnu de la théorie de Yang-Mills ordinaire. Le troisième
état, apparaissant pour d ≥ 7, orrespond quant à lui au monople magnétique de
Kaluza-Klein : lorsque i = j, il présente une masse en (Ri)
2/l911 aratéristique d'un
monople hargé magnétiquement sous le hamp de Kaluza-Klein giµ. Si on hoisit
la onzième diretion orthogonalement aux indies i à q, on obtient un état de masse
M ∼ 1/g3 mystérieux du point de la théorie des ordes. Comme l'ont remarqué Blau
et O'Loughlin [BO97℄, ei revient à onsidérer un réseau de monoples Taub-NUT
dans la diretion s, dont la métrique est donnée préisément par l'espae de Ooguri
et Vafa (équation 4.12 page 113) apparu dans l'étude de la singularité de onifold
dans l'espae des hypermultiplets. La divergene logarithmique pour |z| → ∞ implique
que et espae n'est pas asymptotiquement plat, et ne dérit don pas un soliton au
sens propre. De manière générale, une dépendane en 1/gn de la masse implique un
hamp gravitationnel en g2−n, et le traitement à faible ouplage n'est justié que pour
n ≤ 2 [EGKR98℄. L'existene de es états ne présente ependant pas d'obstrution de
‡10
Les indies i, j, . . . sont distints, exeptés lorsqu'ils sont séparés par un point-virgule.
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prinipe au niveau de la M-théorie
‡11
, et semble requise par la U-dualité ; on note en
partiulier qu'elle ne préserve pas la struture asymptotique de l'espae-temps [SS97℄.
Notons nalement que pour d ≥ 8, de nouveaux états apparaissent, de masse en R3i /l1811
qui n'admettent pas même l'interprétation heuristique que nous avons donnée ii.
Comme nous l'avons vu dans la setion (5.1.3), la quantiation sur le front de
lumière disret de la théorie des ordes introduit des états enroulés sur le erle ompat
de genre lumière. Dans la M-théorie, ils orrespondent don à des membranes enroulées
selon le erle de genre lumière et un erle i du tore de ompatiation, de masse
M = RiL/l311. Ces états orrespondent don dans la théorie de jauge à des exitations
d'énergie
P− =M = LRi
l311
=
1
si
(5.54)
qui peuvent don être identiés aux exitations de Kaluza-Klein de la théorie de jauge
sur le tore T d. Sous la U-dualité Sijk, es états donnent naissane au multiplet dit de
moment :
P− =
Vs
g2sisjsksl
→M = LRiRjRkRl
l611
(5.55)
P− =
V 2s
g4si; sjskslsmsnsp
→M = LRi;RjRkRlRmRnRp
l911
(5.56)
où l'on s'est ette fois restreint aux états apparaissant en dimension d ≤ 6. L'état (5.55)
s'interprète omme la 5-brane de la M-théorie enroulée sur le erle de genre lumière et
sur un 4-yle du tore T d ; en termes de la théorie de jauge, il peut être identié à un
instanton de la théorie de Yang-Mills en dimension 3+1, relevé en dimension d+1.
L'état (5.56) orrespond quant à lui aux monoples de Kaluza-Klein.
Nous avons dérit jusqu'à présent l'orbite des états de ux et de moment sous
le groupe de Weyl W(Ed), et donné leur masse pour des ompatiations de la
M-théorie sur un tore retangulaire en l'absene de hamp de fond Cµνρ. Comme
nous l'avons montré dans le travail en appendie G, les générateurs de Borel γi →
γi + γj et C → Cijk + 1 génèrent ependant un ot spetral imposant de prendre
en ompte les superpositions arbitraires des états élémentaires préédents. Les états
du multiplet de ux peuvent ainsi être dérit par un ensemble de harges entières
‡11
Un état singulier du point de vue de la théorie des ordes apparaît don régulier dans la M-théorie,
de manière trés analogue au as du monople U(1) de Kaluza-Klein onstruit par Sorkin dans le as de
la rédution de 5 à 4 dimensions, qui apparaît singulier en dimension 4 mais régulier lorsqu'interprété
dans les variables appropriées à la dimension 5[Sor83℄.
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mI , m
IJ , mIJKLM , mI;JKLMNPQ, . . . , totalement antisymétriques orrespondant aux états
(5.50,5.51, 5.52,5.53) respetivement. La formule de masse d'une telle ombinaison d'é-
tats, invariante sous le groupe de U-dualité total Ed(Z), a été obtenue dans la référene
[OPR97℄ (annexe G) par analyse des transformations de es harges sous la T-dualité.
Les états (5.54,5.55,5.56) peuvent pareillement être dérits en termes de harges en-
tières mI , mIJKL, mI ;JKLMNP .
5.3.5 Invariane de Lorentz et dualité de Nahm
Les multiplets de ux et de moment épuisent don l'ensemble des états 1/2-BPS
attendus de la M-théorie ompatiée sur T d, tout en fournissant une variété d'états
plus exotiques que l'extension mirosopique de la théorie de jauge sur T d se doit de
reproduire. Ensemble, es états forment deux représentations du groupe de U-dualité,
résumées dans la table suivante, dont les deux dernières lignes deviendront laires
inessamment :
d 1 2 3 4 5 6 7 8
Ed(Z) 1 Sl(2) Sl(3)× Sl(2) Sl(5) SO(5, 5) E6 E7 E8
Flux {m} 1 3 (3, 2) 10 16 27 56 248
Moment {n} 1 2 (3, 1) 5 10 27 133 3875
Rang {N} 1 1 1 1 1 1 + 1 56 + 1 + 1 + 1 ∞
Total {M} 3 6 10 16 27 56 248 ∞
On a ainsi vérié l'invariane du spetre (onvenablement étendu) sous le groupe de
U-dualité. L'invariane de Lorentz à onze dimensions de la théorie des matries impose
ependant l'existene d'une symétrie supplémentaire dans le spetre : la quantiation
sur le front de lumière disret de la M-théorie ompatiée sur T d peut en eet être on-
sidérée omme une ompatiation à part entière de la M-théorie sur T d+1, et il doit
don exister une ation du groupe de U-dualité étendu Ed+1(Z) sur le spetre[HV97℄.
Le générateur de Weyl manquant orrespond naturellement à l'éhange Ri ↔ L d'une
diretion spatiale ave le erle de genre lumière ; il éhange don les états du multi-
plet de ux (5.51,5.52) ave eux du multiplet de moment (5.54,5.55). Comme on le
montre dans l'appendie G et le représente dans les deux dernières lignes de la table i-
dessus, les multiplets de ux et de moment dérivant les états 1/2-BPS de la M-théorie
ompatiée sur T d peuvent être assemblés en un multiplet de ux du groupe étendu
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Ed+1(Z), moyennant l'introdution d'une harge supplémentaire
‡12 N qui n'est autre
que le moment selon la diretion ompate du front de lumière
‡13
. N représentant
également le rang de la théorie de jauge dérivant la théorie des matries ompat-
iée, ette extension suppose don l'existene de symétrie mélangeant le rang N et
les harges életriques et magnétiques. Cette symétrie rappelle fortement la symétrie
lassique de Nahm [Nah82℄ éhangeant le rang et le ux életrique dans les théories
de jauge à deux dimensions sur T 2. La mise en évidene des générateurs de Borel sup-
plémentaires requiert l'étude de la ompatiation sur le front de lumière disret en
présene de lignes de Wilson pour le hamp de jauge de Kaluza-Klein et de hamps de
fond pour le tenseur de jauge C±IJ , qui semble néessiter une desription dans le adre
de la géométrie non ommutative [CDS97, DH97℄.
‡12
trois harges dans le as d = 7, et une innité dans le as d = 8.
‡13
des onlusions identiques ont été atteintes par [BO97, Hul97℄.
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Aspets non perturbatifs de la théorie des superordes
Les théories de superordes sont à l'heure atuelle le seul andidat à l'uniation quantique
des interations de jauge et de la gravité. Ces théories n'etaient jusqu'à réemment dénies
que dans le régime de faible ouplage par leur série de perturbation. La déouverte réente des
symétries de dualité, prolongeant la dualité életrique-magnétique des équations de Maxwell,
permet maintenant d'identier es théories perturbatives omme diérentes approximations
d'une théorie fondamentale, la M-théorie. Les symétries de dualités donnent aès aux eets
non perturbatifs d'une théorie des ordes donnée à partir de aluls perturbatifs dans une
théorie duale.
Le premier hapitre de e mémoire fournit une introdution non tehnique à es développe-
ments. Le seond introduit les dualités non perturbatives observées en théories de jauge et
de supergravité, le spetre BPS non-perturbatif dans es théories, et présente une nouvelle
dualité reliant les branhes de Higgs de ertaines théories de jauge supersymétriques N = 2.
Dans le troisième hapitre, nous introduisons brièvement les théories des ordes perturba-
tives et vérions expliitement les onjetures de dualités dans les théories des ordes de
supersymétrie N = 4 à quatre dimensions. Grâe aux dualités, nous obtenons des résultats
exats non perturbativement pour ertains ouplages dans l'ation eetive de basse énergie,
et interprétons dans le hapitre 4 les eets non perturbatifs ainsi obtenus en termes de on-
gurations instantoniques de p-branes enroulées sur les yles supersymétriques de la variété
de ompatiation. Enn, nous disutons une proposition réente de dénition a priori de
la M-théorie en termes de théories de jauge supersymétriques U(N) à grand N , l'étendons à
des ompatiations toroïdales en présene de hamps de fond onstants, et interprétons le
spetre d'états BPS en termes d'exitations de la théorie de jauge. Les publiations originales
dérivant es travaux sont reproduites en appendie.
mots-lés : ation eetive, instantons, M-théorie, p-branes, solitons, symétries de dualité,
supergravité, théorie de jauge supersymétrique
Non-perturbative Aspets of Superstring Theory
Superstring theories are to date the only viable andidate for quantum uniation of
gauge interations with gravity. Until reently, these theories were only dened in the weak
oupling regime by their perturbative series. Thanks to the reent disovery of duality sym-
metries, extending the eletri-magneti duality of Maxwell equations, these theories an now
be identied as distint approximations to a fundamental theory known as M-theory. Dual-
ity symmetries give aess to non-perturbative eets in one string theory from perturbative
omputations in a dual theory.
The rst hapter of this thesis gives a non-tehnial introdution to these developments.
The seond hapter introdues the non-perturbative dualities that have been observed in
gauge and supergravity theories as well as the non-perturbative BPS spetrum, and presents
a novel duality relating the Higgs branhes of ertain supersymmetri N=2 gauge theories. In
the third hapter, we briey introdue the perturbative string theories and give some heks
on the duality between four-dimensional N=4 string theories. From duality arguments, we
obtain exat non-perturbative results for various ouplings in the low energy eetive ation,
and interpret the orresponding non-perturbative eets in terms of instantoni ongurations
of p-branes wrapped on supersymmetri yles of the ompatiation manifold. Finally, we
disuss a reent proposal of denition of M-theory in terms of large N supersymmetri U(N)
gauge theories ; we extend it to toroidal ompatiations in onstant bakground elds, and
interpret the resulting spetrum of BPS states in terms of exitations in the gauge theory.
Original publiations for these results are inluded in the Appendies.
keywords : duality symmetries, eetive ation, instantons, M-theory, p-branes, solitons,
supergravity, supersymmetri gauge theory
